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 نام درس: مقاومت مصالح

 نوع واحد: نظری

 پیشنیاز: استاتیک

 واحد 3تعداد واحد: 

 سرفصل بوضوح بررسی شوند.

 معرفی منابع

 ای بر مکانیک جامداتبیرجانسون، مقدمه _1

 ، مقاومت مصالحایکورپوپوف _2

مجرووبی از  ی ری و  نترجمه دکترر تروک ی و  رن ننریت دکترر       _س تیموشنکو، مقاومت مصالح  _3

 دانشگاه  مدان

 مقاومت مصالح، ایرونیک اچ شیمز _4

 مقاومت مصالح سری شومز _5
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 تاریخچه و تکامل و تکویت ع ن مقاومت مصالح 

 گالی ه، کولمب، پواسیون، ناویر ،ست و نان ،کوشی و مو رو ...

 

 بررسی عناویت لاتیت مقاومت مصالح

Mechanics of materials 

Solids of Mechanics 

 Strength of materials 

 

 تعریف مقاومت مصالح

ت، پایرداری  یای از ع ن مکانیک است که با مواردی  ن نون بررسی و تعیریت مقاومرت، بر     شاخه

 الاستیک مواد مهندسی در ارت اط است.

 روش مورد استفاده

 تح یل ریاضی و آزمایش 

 

 تعاریف

 ماده: وجودی است فضاگیر

 دودحم مرزیجسن: ماده محصور توسط 

 جسن ب ب: عدم جابجایی نس ی بیت ذرات آن

 اجزاءبیت جسن تغییر شکل پویر: امکان جابجایی 

 جسن  مگت: خواص یکسان در تمام نقاط
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 جسن ایزوتروپیک: خواص یکسان در تمام جهات در یک نقطه بخصوص

 یک نقطه بخصوصجسن غیر ایزوتروپیک: خواص مخت ف در تمامی جهات و در 

نرو   )در یک نقطه بخصروص د بر  ن و وخواص مخت ف در سه جهت عم جسن ارتوتروپیک: 

جهت عمود برر  رن    3دارای خواص مکانیکی متفاوت در  ای از مواد ارتوتروپیک نو  نمونه

 .باشد)شعاعی، محوری و محیطی( می

 

 واحد ای مورد استفاده

1. SI   

 واحد ای انگ یسی .2

 واحد اپیشوند و پسوند 

 استاتیک ما یت درس

 اومت مصالحمق ما یت درس
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Section method 

 ) روش مقطع(

 آزاد جسن هترسیم

  فت مرح ه اساسی برای حل مسائل

 ترسین آزاد عضو مشخص شده ) عضوی که منظور مطالعه آن است(  _1

در  . (Determinate)تعییت واکنشهای تکیه گا ی در بورتی که مساله معریت ایسرتایی باشرد.     _2

 ای تعرراده  مررراه بررا معررادلات دیفرانسرریل و شرررایط از معادلرره Indeterminate مسررائل نررامعیت

 (1شکل د شد)بررسی واکنشهای مجهوه استفاده خوا در  )سازگاری تغییر شکل  ا(زیمر

 

 .تیر نامعیت1شکل 

ای که مقادیر تنش خواسته شده اسرت سر ج جردا    عمود بر محور جسن در نقطه مقطعگوراندن  _3

 کردن قسمتی از جسن ) بسته به سهولت کار( ) نپ یا راست(

 

 . قرارداد علامت2شکل
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 (3)شکل نیرو ای داخ ی _4

 axial force      نیروی محور 

 shear force       نیروی برشی

       Bending moment لنگر خمشی

      Torque لنگر پیچشی

 

 

 

 

 

 نیرو ای داخ ی .3شکل 

  اتعییت تنش _5

 تعییت مصالح یا ابعاد )طراحی( _6

 به ت ع آن طرح مناسب سازه )طراحی(شیب( و خیزوتغییر شکل  ا)تعییت  _7
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 تنشمفا ین عمومی 

 تعریف تنش

 روش مورد استفاده: روش مقطع

 دارند.نیرو ای موثر خارجی را در تعاده نگه مینیرو ای داخ ی کمیتهای برداری  ستند و 

 

 . 4شکل

  یی کرده و در شرکل  کند که ایت سطح را بزرگنمااثر می Aسطح  بر p الف نیروی .4در شکل

عمود  سه مولفه نیرویی در راستای محور ا خوا د داشت.  pن، که ید مورد مطالعه قرار می

 باشد بنابر ایت:می Aموازات  بهو   وAبر 

ترنش نامیرده   باشرد،  تعریف: نیروی وارد بر واحد سطح که  مان شدت نیروی گسترده بر سطح مری 

 شود. یعنی می

تنش متوسط                                                                                   



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است، یا نشان د نرده محروری    xبر محور ای است که عمود روی بفحه زیر نویج اوه: یعنی تنش

 است که بفحه تنش ) المان( بر آن عمود است.

 د د.زیر نویج دوم: جهت تنش را نشان می

 

 Stress tensor تانسور تنش  

بسیار کونک به اندازه بینهایت کونک  از مقطع لولره   جزءاگر از ترسین آزادی که ق لا ارائه شد یک 

دور شده و دوباره مقطع بزنین و  مان سطح مورد مطالعه را بررسی کنین مکع ری بره ابعراد بینهایرت     

 کونک از جسن جدا خوا د شد.

 است: 5شکل ای ایت مکعب به قرار تمام تنش

 

 عمومی تریت حالت تنش. 5شکل 
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 توان دریافت که سه مولفه تنش قائنت تنشها مییپج از تعی

  

 و شش مولفه تنش برشی

 

 وجود دارند.

 نمایش ماتریسی تنش  ا بدیت قرار است:

    















































zzyzx

yzyyx

xzxyx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

 

ی نمایش  ر مولفه آن بره  ازیرا برمی باشد.  2از مرت ه  نمایش ماتریسی فوق تانسور تنش نام دارد که

 . استنیاز  )دو مشخصه(دو عدد زیرنویج

 

 تقارن تانسور تنش

فرض کنین ابعاد ایرت   .د ینیک جزء بسیار کونک را مورد مطالعه قرار میشرایط تعاده  ،برای اث ات

dddع ارت باشد از :جزء  xyz
,, 

 

      zx xz zy yz yx xy , , , , , 

      z zz y yy x xx    , , 
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 . تقارن تانسور تنش6شکل

 

شود:باید ثابت  جمع قوا با استفاده از ابل  

  

نوشته شود:  Z  مجموع لنگر ا حوه محور  6اگر با استفاده از شکل  

 

 به  میت ترتیب :

 zxxz
 

 یا

  

امکان تعاده یک جزء بینهایت کونک فقط در حالتی امکان پویر است کره ترنش برشری بطرور     یعنی 

 مگرا یا واگرا  ستند.   ا ای برشی الزاما در گوشهتنش  مزمان بر نهار وجه آن تاثیر نماید.

 

 

 

 yxxyzxxzzyyz
 ,,

  zy yz  

  yx xy z 
M     0 
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 انواع تنش

Triaxial     تنش سه محوره:     321
 دارای مقدار  ستند. ,,

Biaxial   0محوره:       2تنش 
3
 

uniaxial   0محوره:        1تنش 
32
 

 

  ای تحت بار محوری تح یل تنش در می ه

با زدن مقاطع مخت ف عمود بر می ه ناگزیر خوا ین بود از توزیع تنشی یا شدت آن در مقطع موجرود  

 باشد و در  مهاز دو طرف تحت تنش قائن میماند که که با تس سل مقاطع نهایتا مکعب کونکی می

 (.7شود)شکل مقاطع فوق ایت حالت دیده می

 

  ای تحت بار محوری. تح یل تنش در می ه7شکل
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ی ه اگر از وزن می ه برف نظر کنین لاجرم باید در  مه حالات فوق نیروی معاده   در  ر طرف بر م

  :) تنش قائن(بنویسینتوانین اثر کند بنابر ایت رابطه تنش را می

 

 معروف است. Uniaxial Stressننیت حالتی که توبیف شد به تنش تک محوری 

  

به ع ت یکنواخت بودن توزیع تنش، برآیند ایت مجموع باید از مرکز  ندسی سطح مقطع ع رور کنرد   

ی اینکه یک توزیع تنش یکنواخت در سطح مقطع می ه داشته باشین، نیروی محوری موثر ابالعکج بر

 باید از مرکز  ندسی سطح مقطع مورد نظر ع ور کند.

 د د.ای از توزیع یکنواخت تنش در مقطع را نشان میهترسیم 7کل ش

 

 تنش در مقاطع کج )مایل( اعضاء تحت تاثیر بار محوری

ای اگرر برفحه   باشرد. ائن بر محور اثر حداکثر مری در اعضاء تحت تاثیر بار محوری تنش در مقاطع ق

روی ایرت   مور  در یکی از نقاط محور ع ور د ین ط یعتا سطح مور  به دست خوا د آمرد. ترنش  

 .(9شکلبفحه مورد مطالعه قرار می گیرد)
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 . تنش در مقاطع کج )مایل( اعضاء تحت تاثیر بار محوری9شکل
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 حت تاثیر نیروی محوری قرار دارندتغییر شکل اعضایی که ت

مسرتقین دارد طری   رابطره   رنش برا ترنش  مطابق مطالعات  وک ) دانشمند انگ یسی رابرت  روک(، کر  

ی منشوری فولادی انجام دادند به ایت نتیجه رسیدند که تغییر شرکل   اروی نمونه مطالعاتی که ایشان

اجزا، تحت باری محوری ) افزایش یا کا ش طوه( با نیروی محوری رابطره مسرتقین و  مچنریت برا     

طوه نمونه رابطه مستقین دارد و با سطح مقطع نمونه و مدوه یا سختی مصالح رابطره معکروس دارد.   

 :یعنی 

 

 (N= نیروی محوری ) Pکه در آن: 

L طوه نمونه =(m) 

A سطح مقطع نمونه = m
2

 

E  ضریب ارتجاعی یا ضریب یانگ =(Elastic modulus or Youngs modulus)   

mmNE     ن واحد با واحد تنش: برای انواع فولاد
25

10*21 

 

 تعریف کرنش

 یعنی:طوه، واحد طوه  تغییر 

essDimensionl
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 Eتوانند مورد استفاده قرار گیرند که می ه مورد نظرر  مگرت )   ای اث ات شده فقط به شرطی میرابطه

) از وزن می ه بررفنظر شرود(    بر انتهای آن اثر کند pباشد و بار  Aثابت( و دارای سطح مقطع ثابت 

 ای مخت ف در مقاطع مخت ف تشکیل  ای مخت فی باشد یا از جنجای تحت بارگواریمی هننان که 

یا دارای سطح مقطع متغیری باشد، در محاس ه تغییر شکل باید می ه را به ننرد ناحیره، بره     شده باشد

 اشد، تقسین کرد.( را داشته ب1که بتواند شرایط لازم برای معادله ) طوری

 

( بره  1باشد ) می ه با سطح مقطع متغیر و بارگواری متغیر ( رابطه ) xاز   تابعی Aو   pدر مواردی که

 آید.بورت زیر درمی

 

 ای آویزان تحت تاثیر وزن خودی همطوه انتهای مثاه: تغییر 

 

 ای آویزان تحت تاثیر وزن خودمی ه طوه. تغییر 11شکل

وزن واحد طوه می ه  
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 تغییر شکل  مزمتت می ه تحت بار محوری و وزن خود برابر است با:

 

 ای تحت بار محوری متغیر با مقطع متغیرتغییر شکل می ه :مثاه

 

 ای تحت بار محوری متغیر با مقطع متغیر. تغییر شکل می ه11شکل

ترسین فوق اختصاص دارد به حالتی  د د.قسمت آخر نمودار نیروی محوری در مقطع تیر را نشان می

 متغیر  ستند. در راستای طوه تیر،  ن مقطع و  ن نیروی محوری  که در مقطع
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 Poisson Ratioواسون  پضریب 

فشاری  ستند بعد از اعماه بار شرا د ان سراط    ایدر مصالحی که تحت تاثیر بار ای محوری کششی 

expansion  یا انق اضcontraction ( )عرضی( در جهت جان یtransverseستین  )( 12شرکل .) 

برای نشان دادن افزایش ابعاد جان ی از علامت مث ت و برای نشان دادن کا ش ابعاد جان ی از علامت 

 کنین.منفی استفاده می

 

 . مصالحی که تحت تاثیر بار ای محوری کششی یا فشاری  ستند12شکل

 

 مگرت و  ن داده است کره بررای مصرالح    به نشارجان ی گویند.  تج جان ی را کرنش تغییر طوه نس ی

نس ت کرنشهای جان ی به کرنش محوری ) طولی( حابل از نیروی محوری  ،وتروپیک و ارتجاعیایز

باشد به ضریب پواسرون معرروف   باشد ایت نس ت که از مشخصات فیزیکی مصالح میمقدار ثابتی می

مخالف یکردیگر اسرت و در    یتحت تاثیر تنش محوری علامت کرنش محوری و کرنش جان  است.

حرداکثر  قررار دارد.   25/1-35/1 در بازه νمحدوده شود.حابل می ν میشه مقدار مث تی برای  نتیجه

 باشد.) عدم تغییر حجن جسن در  نگام تغییر شکل(برای مصالح ایزوتروپیک می ν=  0.5مقدار 
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 Hooks Low«     تعمین قانون  وک»

 رای  شوند مسرتقل از ترنش  ایجاد می ای قائن  ایی که توسط تنش نشکرتجربه نشان داده است که،

تنش و تغییرر شرکل یرک    Superposition با استفاده از ابل جمع آثار یا  باشند.برشی کونک می

و یرا تغییرر    باشد برابرر اسرت برا جمرع ج رری ترنش      سیستن که تحت تاثیر یک مجموعه نیرویی می

  :با دو شرط زیر کنند ای  ر یک از نیرو ا، وقتی که به بورت جداگانه اثر میشکل

  پیروی کنند. کمصالح ارتجاعی بوده و از قانون  و _1

  ای بزرگ(عدم تاثیر متقابل بر یکدیگر ) عدم وجود تغییر شکل _2

در یک   ای مث تکند.  ر کدام از تنشمث ت  را می یک امتداد  ، تولید کرنش تنش مث ت موجود در

 کنند که مقادیر آنها مطابق  مان ، ط ق اثر پواسون می عرضی  تامنفی در جه امتداد تولید کرنش

 

 

 . تعمین قانون  وک13شکل
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 ابل ع ارت است از :
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 روابط فوق فقط در حالتی بادق  ستند که مصالح ایزوتروپیک بوده و در محدوده خطی باشند.

حابل را در طوه ) در راستای محور مرورد نظرر(    مقادیر تغییر شکل باید کرنشبرای بدست آوردن 

 ضر  نمود یعنی:

Lxx
x . 

 رشیقانون  وک برای تنشهای و کرنشهای ب

گیررد  قررار مری   لصابطلاحا تحت برش خا ای برشی المان نشان داده شده با توجه به ما یت تنش

 گردد.) ( می 14ایت ننیت نحوه تاثر بار باعث تغییر شکل المان جسن مطابق شکل

E 

z 

E 

y 

E 

x 
y 

 
 

 
 

 
      
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x 
 

   
// 

E 
y ν 

x 
 

   
 
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Highlight



19 

 

 

 . قانون  وک برای تنشهای و کرنشهای برشی14شکل

 

ال ته بایستی جسن  مگت و ایزوتروپیک باشد با بررسی المان کونک مورد نظر در محدوده ارتجاعی  

 به تجربیات انجام شده،مشا ده شده که: و رجوع

 

 که در آن: 

تنش برشی = 

G ضریب ارتجاعی برشی یا ضریب ب  یت یا مدوه برشی = 

Shear modulus of elasticity or Modulus of Rigidity sheer 

 شود.(به بورت رادیان بصورت دربد بیان می )محاس هکرنش برشی  = 

 برای سه نوع کرنشی برشی

G

xy

xy


  

G

yz

yz


  

G
xz

xz


 

 .G


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 رابطه بیت مدوه یانگ و مدوه برش و ضریب پواسون

  

 برای فولاد

5.2
G

E  

MpaE 5101.2   

 

G=0.84*105Mpa 

 

 شکل ک ی قانون  وک

EEE
zyx

x


                        

G

xy

xy


  

EEE
zyx

y


                     

G

yz

yz


  

            
G

xz

xz

  

 

 آزمایش کشش 

 مهندسی کرنش_حنی تنشمنترسین 

 اه کشش در معرض نیروی کششی قرار بگیرنرد، ونیورستوسط دستگاه ی ای آزمایشی نمونهننان که 

 ای و در ازاء نیرو ای مخت ف وارده تنش














A

P

0

 رای  و کرنش 












 
L

LL
0

را بدسرت بیراورین و    0

 

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E
G

E E E 

x y z 
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   
       
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 را(  روی محور عرضرها و کرنشرها برر روی محرور طروه       اترسین نمایین) تنشآنها را در مقابل  ن 

  **مهندسی آمده ع ارت خوا د بود از منحنی تنش کرنش منحنی بدست

شرود بنرابر ایرت مقرادیر     تقسین می * میشه بر سطح مقطع اولیه Pنون در ایت منحنی مقادیر نیروی 

و منحنی تنش کرنشی واقعری تمایرل خوا رد     ای مهندسی بیشتر خوا ند بود نشتنشهای واقعی از ت

 داشت به طرف بالا شیفت کند.

 

 

  : مصالح دیگر به عنوان نمونه.الف: فولاد ؛  .منحنی تنش و کرنش14شکل

 

*Original Area 

**Conventional or Engineering 

بررسی یک نوع مصالح ایت  برای .متفاوت  ستندکرنش مصالح مخت ف از  مدیگر - ای تنشهترسیم

سرعت آزمایش و نندتا پارامتر دیگر الگو ای مخت ف به  ،ی حرارت محیط بسته به درجه  امنحنی 
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ترنش کررنش حرداقل متشرابه       رای آید منحنری  دست مید ند )ال ته برای یک نوع مصالح به نظر می

 رفت ع ارتند از:گ ا در نظر در ایت منحنی باشند(. مواردی که باید به عنوان مهندس یا طراح

 توانند تحمل کنند.که مصالح ق ل از گسیختگی می ینشکرحداکثر -1

 steepness اشیب آغازیت منحنی-2

 Terminal Point, Failure or Ruptureی شکست یا گسیختگیی پایان یا نقطهنقطه-3

نشرهای بزرگری را تحمرل    کرمصالح شکل پویر مصالحی  ستند که تا  نگام گسیختگی بتوانند که -4

 Ductile materialsکنند.

 Brittle materialsلح شکننده: برعکج مصالح شکل پویرمصا-5

ده در دمرای  نمصرالح شرکن  بروده و   پرویر )در خصوص مصالح شکلNeckingپدیده باریک شدن-6

 .د ند(خود نشان نمی معمولی ننیت خابیت از

 True Stressتنش واقعی -7

 True Stress- Strain Diagramکرنش واقعی -تنش هترسیم-8

یعنرری از  ی خطرری کرراربرد دارد. کرررنش فقررط در محرردوده -قررانون  رروک در دیرراگرام تررنش  -9

 نامنرد. را حرد تناسرب مری    Aی (تنش مربروط بره نقطره   A)ی خطی (تا انتهاء محدودها)م دoینقطه

Proportional limit 

)افزایش طوه تحت تنش ثابت یا نس تا ثابرت (یرا    abی تنش جاری شدن: تنش مربوط به محدوده-

ی ایرت نقطره   خطی، در مصالح شرکننده  حدبرابر کرنش متناظر با  15-21حد ارتجاعی کرنش معاده 

گیرند )روش نظر میوجود ندارد یا خی ی نزدیک به حد خطی است که اکثرا ایت دو نقطه را یکی در 

  Yield  Stressتصویر(
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 Ultimate  Strengthباشد کرنش بیانگر مقاومت نهائی مصالح می –بالاتریت نقطه تنش -11

ترر از  کرنش و یا ترنش پراییت   –ی حداکثر ترسین تنش شکست یا گسیختگی نمونه بعد از نقطه -11

ا کا ش نیرو ()تقسرین مقرادیر نیررو برر     گیرد )یعنی افزایش طوه بتنش یا مقاومت نهائی بورت می

 ( )در بورتی که مقطع لاغرتر شده است ( سطح مقطع اولیه 

 

 خابیت ارتجاعی

  permenant deformationعدم ایجاد تغییر شکل دائمی  

 

 مصالح ارتجاعی خطی و غیر خطی

 Linearly elastic materials Nonlinearly elastic materials 

  

 

 ارتجاعی خطی و غیر خطی . مصالح15شکل

 

 Elastic limitحد ارتجاعی 

  .ماندتنشی که پج از آن ، بعد از حوف بارگواری تغییر شک های دائمی در مصالح باقی می 
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   Factor of Safety،ضریب اطمینان   Allowable  Stresses ای مجاز تنش

 رای تجربری آزمرایش شرده     آن را برا داده  عضاء وقتی معنی دار خوا د بود که بتوانتعییت تنش در ا

نمونه را تحت شرایط فیزیکی و دمای واقعی سراخته و توسرط ابرزار مخصروص تحرت       کرد.مقایسه 

 Utimate Loadگردد ،بار نهائی که باعث گسیختگی در نمونه مید ند. باری کشش فزاینده قرار می

 نهرائی  ،ترنش  Original Cross Sectionتقسرین آن برر سرطح مقطرع اولیره      شود که با نامیده می 

Ultimate Stress آیدبدست می. 

ر وشود ، ایت ترنش بطر  شود ،استفاده میبرای طرح یک عضو ،از یک تنشی که تنش مجاز نامیده می 

 :. زیراای از تنش نهائی )آزمایش ایستا (کونکتر استقابل ملاحظه

  .رت به طور دقیق مع وم استگردد به ندوارد می میزان نیرویی که بر سازه-1

  .باشندمصالح کاملا یکنواخت نمی-2

 Strechآیند بعضی مصالح ق ل از گسیختگی به مقدار زیادی کش می-3

  Creepو خیز  Corrosionخوردگی -4

بار رای تکرراری بسرتگی    اعماه بار ای دینامیک که در ایت شرایط مقاومت نهایی به تعداد اعماه -5

 رای یکسرانی را بره    نمونره  ،مقاومت نهائی جسن به بار رای دینامیرک  برای تشخیص خوا د داشت. 

 رای خسرتگی   ایرت آزمایشرات بنرام آزمرایش     .د نرد بورت متناو  تحت تنشهای متفاوت قرار می

Fatique test نظیرر گسریختگی در مقابرل ترنش ترسرین      ی تنراو   که در آن تعداد دوره .مشهورند

تواننرد سریکل تنراو     گردد که مصالح در تنشهای پرائیت مری  ملاحظه میگردد در ایت آزمایشات ،می

ای متناو  گسریخته میشرود ، حرد دوم      جسن تحت تنش آن که در یتنش .کنند تحملبیشماری را 

 “ ”Endurance limitشود مصالح نامیده می
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بره فشرار یرا از     ای متفاوت انجام داد مثلا از حالت کشش  توان با ترتیبآزمایشهای خستگی را می

کشش به بفر و بعدا به فشار و بالعکج که نتایج متفاوتی را خوا ند داد ولی حالتی بررای مرا معت رر    

 رای تحرت خمرش    آزمایشات خستگی را معمولا روی نمونره ت که با واقعیت تطابق داشته باشد. اس

  .انجام مید ند

   Residual Stresses ای پج ماند تنش-6

،نکش کاری ،گررم شردن یرا     دباشد )مثلا نوربر روی اجسام می ای سرد و گرم ناشی از اعماه کار

 اند (سرد شدن غیر یکنواخت مصالح که به طریق ریخته ساخته شده

در نهایی مصالح باشد به عنوان مثاه تر از تنش با توجه به دلایل ذکر شده باید تنش مجاز خی ی پاییت

   :خصوص فولاد معمولی

mm
N

u 2370  

 

ایستا  

دینامیک  

ی معت ر تعییت گشرته   امصالح مخت ف توسط موسسه ایایط گوناگون بررمقادیر مجاز تنشها تحت ش

 مه باید با موضوع طراحی یکی باشد.د موضوع آئیت ناشومنتشر می Code یا ئیت نامهجزواتی بنام آ

 ی ایرانیو سازمان مدیریت و برنامه ریزی :موسسه ایران بنعتی و تحقیقاتاستاندارد  سازمان

  

 

mm 

N 
allowable 2 55   

mm 

N 
allowable 2 140   

mm 

N 
yp 2 240   
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 ضریب اطمینان یا ضریب عدم دقت

Factor of safety or factor of ignorance. 

 

 در بنایع  واپیماسازی

Margin of Safety بار وارده / بار نهایی = حاشیه اطمینان = 

 

 کرنشی( _تعاریف دیگر: ) بر اساس نقاطی از منحنی تنش

n

py

allowable




..
 

                                       

n
py

allowable

1

..
   

 یا بیشتر یا کمتر 2 ای ساختمانی : بسته به بلاحدید طراح در حدود ضریب اطمینان در سازه

یرا   2_5 ای مکانیکی ) اجزای ماشینی( : بسته به بلاحدید طراح در حدود ضریب اطمینان در سازه

 بیشتر یا کمتر

 فاوتی بسته به نوع مسئ ه و طراح و شرایط کاری داشته باشد.تواند م انی متم نای تنش مجاز: می

 

 :توزیع تنش و تمرکز تنش

توزیع تنش در مقطعی به فاب ه عرض یا ضخامت مقطع از محل تاثیر بار متمرکز توزیع تنشی تقری ا 

   (St. venant)) ابل ست و نان(یکنواخت است 

 

. 
2 1 or Safety fact and n n   

1 .   S F 
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 . توزیع تنش در نزدیکی بار متمرکز16شکل 

 

بورت وجود تغییرات ناگهانی در سطح مقطع یا در اثر تاثیر نیرو بر روی سرطح خی ری کونرک    در 

ا مشرکل مواجره   حل ریاضری بر  اد. در ایت گونه موارد که غال ا اختلالاتی در توزیع تنش رخ خوا د د

 شود.استفاده می (photoelasticity)مانند فتوالاستیسته  است از روشهای تجربی

از روابط ساده ،مقدار تنش متوسط را بدسرت   ا ابتدا با استفاده  د عم ی ،در طراحیدر ایت گونه موار

ر ضری ی بنام ضریب تمرکز تنش حداکثر ،عدد بدست آمده د و س ج برای بدست آوردن تنش دهآور

Stress Concentration شود. ضریب می  

 
A

p
K.

max
  

   average
K.

max
  

بستگی دارد بعنوان مثراه بررای دو   ضریب تمرکز تنش به نوع بار گواری و مشخصات  ندسی عضو 

  ست.انشان داده شده17در شکل ( ضرایب تمرکز تنش  flatای ) حالت مهن از اعضاء تسمه
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 . ضرایب تمرکز تنش 17شکل 

 

 ا را براساس تنش حرداکثر  نکته :در عضوی مثل ما یچه  میشه باید در نظر داشته باشین که طراحی 

 کونک در محاس ات استفاده کنین (انجام بد ین )یعنی از مقاطع 

 

 های برش متوسط و مقادیر آنها در اتصالات  تنش

شوند ،معمولا انتقاه تنش از یک قسمت از جسن به شرایطی از بار گواری که منجر به تنش برشی می

گیرد برای تعیریت ترنش   ای موازی با نیروی وارده بورت میقسمت دیگر آن با ایجاد تنش در بفحه

 (.18)شکل توان از روش مقطع استفاده نمود  ا ،می طع مشخص از ایت تیپ بارگواریدر مقا

بسیاری از اتصالات میخ ،پیچ و پرچ معمولا نمودی از بار گواری  سرتند کره در اثرر اعمراه نیرروی      

میخ ،پرچ(حراه بره بررسری ترنش     شود )پیت ،پیچ ،خارجی تمایل به برش در اعضاء اتصالی دیده می

 پرداخته می شود.برشی و قائن در ایت اتصالات 
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  ای برش متوسط و مقادیر آنها در اتصالات. تنش18شکل 

 

  ا،  مان است که ق لا توضیح داده شد ی تنش در ایت گونه مکانیزمکاملا رابطه
















m

N

A

p
2

  

 که در آن

   تنش برشی متوسط= 

 p کند =نیرویی که به موازات سطح مقطع عمل می 

A  سطح مقطع قطع شده توسط اتصالات= 

انرد و عمرل بررش در آنهرا     تواند یکی از حالات فوق باشند که تصویر شدهکلا اتصالات یاد شده می

 ای برشی متوسط خوا ند شد که معمولا تواند یک برش یا دو برش باشد که منجر به ایجاد تنشمی

شرود ترنش   نواختی خابی برخوردار است تنش دیگری که در ایت گونه اتصالات بررسری مری  از یک



30 

 

بر روی ورق یا تسمه حابرل  است که از تقسین نیروی موثر بر تصویر پیچ یا پرچ  لهیدگیموسوم به 

 ای بالا و پائینی و  ن در تسمه میانی رخ  ن در تسمه لهیدگیخوا د شد در اتصالات دو برش تنش 

 (.Bearing stress)کنین که ایت تنشها غیر یکنواخت  ستندخاطر نشان می مید د

 

   Thermal Strainsهای حرارتی کرنش

تروپیرک  گردد در خصوص مصالح  مگت و ایزوتغییرات درجه حرارت باعث تغییر شکل مصالح می

شرود بره   باعث ایجاد کرنش خطی یکنواخت در تمام جهات مری   ”T“،تغییر درجه حرارت معاده 

 :بیان ریاضی 

 

باشد که به طور تجربی بدست خطی برای مصالح مورد بحث میضریب ان ساط حرارتی  که در آن 

 ماند.به طور منطقی ثابت می   درجه حرارت ، مقدار  ی تغییرات معموهمحدودهآید در می

واحد  :
0

C

mm

mm  یا 
0

C

cm

cm   یا
0

F

in

in  

  :کند یعنیدرجه حرارت  یچ گونه کرنش برشی تولید نمیدر خصوص مصالح ایزوتروپیک ،تغییر 

0 
xzyzxy

 

برای کرنشهای کونک ،کرنش حرارتی خطی به طور مستقین به کرنش خطی حابل از تنشها اضرافه  

 :شود پج شکل ک ی کرنش در یک راستا از رابطه زیر خوا د بود می

 

 .شودافزایش درجه حرارت به طور قراردادی مث ت فرض می

t 
E E E 

z y x 
x        

 
 

 

 

 
 

 

 
   

t t t t 
z y x      

0 ,     
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 رابطه تنش حرارتی   

  

 های اولیه:تنش

 . ائی  ستند که به بورت خواسته یا ناخواسته تولید میشوند  ای اولیه معمولا تنشتنش

 .گردد خواسته: مانند انجام کار سرد و گرم بر روی سازه که باعث تمرکز تنش می ای تنش

موجود در مشخصات  ندسی که ناشی از وقت یا عردم آن   ای ناخواسته : معمولا از اشت ا ات تنش

گردد ایت تنشها نه بسا بدون حضور بار خارجی نیرز حرادث میشروند    باشد حادث میدر ساخت می

جرایی  ی جابره ونه تنشها و ناسرازگاریها معمرولا نحروه   ت گبرای بدست آوردن کرنشهای حابل از ای

کنند و بعدا بسته به نوع مشکل ،اقدام به حل آن ت میای سازه یا شرایط ضروری را ترسین و تعییگره

 کنند می

 

 کرنش حجمی 

 کارتزئیت مقادیر زیر برای کرنش در جهات مخت ف حابل شوند  ر گاه در دستگاه مختصات 

   
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
1  

   
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
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   
yxzz E
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t t t 
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  :و فرضیات زیر را برای تمام تنشها و کرنشها داشته باشین

 zyx
e   


zyx

  

 ِی زیر را نوشت :توان رابطهمی

 21
1




e  

 :در حالت فشار استاتیک  مه جان ه )سه جهته(

p
zyx

   

 213
:






e

p
hence  

 ( k(یا مدول انبساط حجمی مواد )  Bulk modulusمدول بالک ) 

 213 


K  

 به قرار زیر است  dz,dy,dxانی به ابعادمحجن نهائی )تغییر شکل یافته (ال

     dzdydx
zyx   111  

  dxdydz
zyyxx    11  

 dxdydz
yzzyxzxzyxyyx   1  

 

 کرنش حجمی 

 
  

    
   

3    
 

 
 

z y x 
z y x 

dxdydz 

dxdydz 

V 

V 

V 

V 

    V dxdydz V dxdydz 
y y x z y x                  1 
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    1
2 yxe  

 
xe 21

1
  

 یکنواخت  یه تحت تاثیر نیروهای شعاعی و پخشقافزایش طول ) قطر (یک حل 

راستای شعاعی یا راستای گردند )در یا بزرگ شدن یکنواخت آن میایت نیرو ا موجب افزایش طوه 

  اعماه بار(

 

 یکنواخت. ح قه تحت تاثیر نیرو ای شعاعی و پخشی 19شکل 

 

  

قانون  وک در محدوده الاسرتیک   ح قه و  مچنیت یتوان با توجه به مقطع عرضتنش و کرنش را می

 :باشد بیانگر نیروی گریز از مرکز در واحد طوه ح قهqبدست آورد اگر 

 

 بیانگر شتا  جاذبه باشد  gسرعت ح قه و  vشعاع متوسط و  rبیانگر وزن در واحد طوه ، wو 

  g Ag A 

P 
𝜎 

v wv  
   

2 
2 

r g 

w 
q  

2 

 

qr 

 qr d qrSin P then 

 

    

 

 
  

0 
2  2 : 
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 پوسته

 رگاه بعد سوم یک  ندسه در مقایسه با دو بعد دیگر آن نانیز باشد مشخصات یک پوسته را دارد 

میشود  دیده ایی در  مهندسی اغ ب سازه .به بورت بسته یا باز تحت بررسی قرار گیرد دتوانکه می

توانند به  ای داخ ی میتاثیر تنشهای داخ ی یا خارجی قرار گرفته است تنشکه در آنها پوسته تحت 

 ا تحت ی فشار داخ ی یا  ر گونه شدت نیروی پخش یکنواخت باشند در ننیت حالتی پوستهمنزله

ای و کروی و  ای جدار نازک استوانهگیرند که عمدتا در قالب پوستهتاثیر تنشهای مخت ف قرار می

و ای گردند که دو حالت اوه در ایت درس یعنی مخازن جدارک نازک استوانهی میمخروطی بررس

 گیرند.کروی مورد بررسی قرار می

 

 ای )تنشها و کرنشها (مخازن جدار نازك استوانه

 

 ای )تنشها و کرنشها (. مخازن جدار نازک استوانه21شکل 

 

P=internal fressure. 

R=internal radius 

H=thickness 

 h ntial cicumfere c 
Pr 

    
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   




0

0sin: 2 Ldprhlbcs
cv

f
 

p.r2=l.2r.h 

𝑙 =
𝑝𝑟

2ℎ
 

 

 تغییر شعاع داخلی استوانه تحت فشار داخلی

 

 

,
2

Pr

2

Pr
:

Ehh
and

LL
   میدانین

جان ی باشد :   وقتی که

Ehc 2

Pr
 

 

پج:
 











2
1

2
PrPr 2

22


EhEhEh

r
pr

 

 

 مخازن جدار نازك کروی 

توان نتیجه گرفت ی عمل بارگواری میبا توجه به تقارن موجود در  ندسه و نحوهدر ایت تیپ مسائل 

که نیروی پخش یکنواخت در  مه جهات اثر خوا د کرد و برفا فقط یک تنش )از نظر عرددی (در  

 که مقدار آن را میتوان بدست آورد.تمام راستا ا وجود خوا د داشت 

 c

  
Eh 

r 
Eh h 

bcs 
c c c 

Pr 2 
2 

2 
Pr 

. , 
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:                 
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     
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 . مخازن جدار نازک کروی21شکل 

 

 

h

rh

hif

c

c rP

2

Pr

02.

0:

2









   

 

 

 . مخازن جدار نازک کروی22شکل 

 

   trpt
t

r 









2

2
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 
t

t
r

p tr














2
2

2

  

Where: 

R=outide Radios 

Y=thickness 

P=inner pressure. 

 

 نامعین ایستائی)تنش و تغییر شکل هیپر استاتیک (یل مسا

 ای واکنشها را با استفاده از معرادلات تعراده ایسرتایی بدسرت     العملدر مواقعی که نتوان عکج      

cHyperstatiنا معیت  ستند و ابطلاحا آنها را  ی راستاتیک )آورد ،اینگونه سیستمها از نظر ایستایی 

 شد با(گویند در ایت حالات تعداد مجهولات اضافه از معادلات بیانگر میزان نا معیت بودن ساز ا می

باشد بنرابرایت  عدد می 3عدد و تعداد معادلات ایستائی برابر  4تعادلات مجهولات  .الف23در تصویر 

نرا معریت از   .   23باشد و مطابق  مریت اسرتدلاه تیرر تصرویر     ایت تیز نامعیت از نوع درجه اوه می

ششی و فشاری حل ایت نوع مسائل و بررسی تنشها و کرنشها در حالات ک برایباشد ی دوم میدرجه

و بسته علاوه از  معادلات تعاده بایست از شرایط موجود در مرز نیز استفاده نمود )تغییرشکل سازه (

به درجه نا معیت بودن تیر معادلات دیگری نیز با استفاده از تغییر شکل سازه نوشت و نهایترا تیرر برا    

مرت  سازه را حل نمود در یک روش دیگر از روش طرح محدود براسراس مقاو  yp
جهرت تعیریت    

نیروی نا معیت با مشخص بودن خ ر آنها استفاده میشرود و حتری بررای بدسرت آوردن تغییرر مکران       

 ا تیر حد نهایی را سازه yp
 باشد ی درسی نمیگیرند که جزو برنامهدر نظر می
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 مسایل نامعیت ایستائی. 23شکل

 

l1واکنشها و تغییر طوه بخشهای  24شکل در  مثاه  :
lو 2

 .آورید را بدست

  

 24شکل 

حل 0:
21
 RR ph  

LL
PL

R
LL

PL
R

LRLR
AEAE

ndeformatio

21

1

2

21

2

1

2211 ,:





  

 AEAE
eelongation

LL
LPLLR
21

2122:


  

 AEAE
nContractio

LL
LPLLR

c

21

2111:


  

ce   

میزان ترنش در  رر کردام از    ساخته شده است ،مط و  است   25شکل ای با مشخصات : سازه مثاه

 .مصالح سازه
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 25شکل 

 حل:

 

mmDia
75   آلومنیوم 

mmDia
90  استیل 

 

 

GNmEst 200
2

  

GNmEAL 25
2

  

AP حل: ststst
.  

AP aLaLaL
.  

0 PPf aLstu
P     (I) 

EA
P

EA
P

aLaL

aL

stst

st
LL

ndeformatio
..

:   

? 

? 

 

 

 

 

aL 

st 

kN 200   
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       1010*25751010*2007590
6926922

*4/

.

*4/

.



 

LL PP aLst  

PP aLst
52.3  

KNPPaL
4422.0   

 

  
MPa

aL
10

4/ 75
10*44

2

3




  

 
MPa

aL
25.80

24/ 7590

10*156
2

3
















 

 

و  مچنریت سره عردد برازوی قرائن مسری و       ی ب ب کی و نیوتنی توسط می ه 51: بار ای  مثاه

  . ای مسی و فولادی،اعماه میشوند مط و  است بار عم ی  ر کدام از می ه 26فولادی مطابق شکل

 

 26شکل

 

Specification 

mmAst 250
2

              mmAcu

23

10  

GNmst 20
2

                GNmcu 120
2

  

mLst
2                           mLst

2  

حل   ,01002 PPf cust
 

KNPPaL
15678.0 
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


cucu

cu

stst

st
LL

ndeformatio
PP .

:  

 

 
 

 1010*120101010*200
69369

*

2000

*250

2000



PP cust  

PP cust
then 41.0:   

 :با جایگواری در رابطه 

KN

KN

P
P

st

st

75.22

5.54




 

 .را بدست آورید CD,  BEتنش قائن بازو ای  27شکلی : در سازه مثاه

  

 27شکل

Spicification:  

Rod CD: 

Cu 

L=1m 

mmACU 500
2

                                   mmAST 250
2

  

GNmCU 120
2

                                GNmST 200
2

  

حل: 00   XhF  

 

010*200
3
 ppAf

STCUY
 

  0 1500 2000 1000 10 * -200   3 
    p P M ST CU A 
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   DDهردوقائمصلباست  





CUST

STCU 2
21

   

Deformation: 




PL
 

 :from  

 

 
 

  
PcuP

PP
st

cust 833.0
*500

1000

*250

2000

1010*120

2

1010*200
6969




 

KNPstبا توجه به روابط تعاده
94and KNPcu

5.112 

    MPa
cu

225500/10*5.112
3

  

    MPa
st

225250/10*94
3

  

داشته شده است ،ننانچه درجه حرارت به  گاه ، نگهکه توسط دو عدد تکیه 28شکل ی : در می ه مثاه

kمیزان از 
0

kبه  300
0

 .نزوه کند ،میزان تنش در می ه را تعییت کنید  285

 

 28شکل 

Spicification:  

mL 2  

mmA 1500
2

  
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freeressSystemisStKat _:300
0  

 285300:15
0

 Kt  

K
16

10*20


  

GNm120
2

  

حل  

  1010*120
69

*1500

2000
6.0







PPL  

KNP 54  

MPa
A

P
361500/10*54

3


 

 

برابر با تنش فشاری در می ه  یرا طوری تعییت کنید که تنش کشش 28شکل  مقدار نیروی مثاه:

 .باشدBCدر می ه 

 

 28شکل 

  

Solve: 
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    50*2405075
222

 PP  

KNP 85.73  

 

ر ای مورد استفاده استفاده شده است واشmm12سه قطعه الوار از پیچهایی به قطر برای اتصاه  مثاه :

باشد اگر میmm15و قطر داخ ی mm30با قطر خارجی  b
ترنش   .الف(باشدmpa5و اثر ا و الوار 

باشرد و  mpa20 ا را حسا  کنید   (اگر تنش محوری  ر پریچ  محوری بیشینه در پیچ b

 .واشر ا را پیدا کنیدdباشد قطر خارجی mpa5واشر ا و الوار 

 

 29شکل 

MPa          و      mm12قطر پیچ:
b

5 تنش تکیه گا ی 

? axial
 پیچ                 

    واشر

mmdواشر i
15: 

  ای الوار قطر سوراخقطر واشر

 solveالف( 

mmd 30:
0

  57 50 
2 2 

4 

240 

4 

  

 
  

P P 
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   
  NP

PP

dd i

b
2650225900

4
5

152
4

240

4
30

222

0












  

 
MPa

N

A

P
axial

43.23

4

2650

12
2


  

 )  

  N
N

P

mm
axial

2262
4

*20. 12
2

2



  

 
answer

N
MPa

A

P
d

d
b




0

22

0 15
4

2650
5

  

  .باشدBD،mm1250اگر مساحت مقط عضو  31شکل رپای خبرای  مثاه:

 .را پیدا کنید BDالف (تنش عمودی در عضو 

 .تجاوز نکندmpa100اگر تنش عمودی آن از DE (کونکتریت مساحت عضو 

 

 31شکل 

 

RGM F
5.44.2*2*1004.2*3*100   

KNRG
320  
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KNKN RRFF yFxFhv
320,3000,   










KN

KN

F
F

FG

FD

300

320
 

KNKN FF DEDE
2000

1.5

5.4
*340100   

KNKN FF DBDB
1601603200

1.5

4.2
*340320   

MPa
N

A
F

BD

BD

BD
128

1250

10*160
3

  

mm
F

A
N

DE

DE

DE 2000
10*200 2

3

100



 

است قسمت mpa50برابرBDتنش در قسمت pبازاء نه مقدار از بار  31شکل  ای در سازهمثاه:

 :است 2800mmدارای مقطعی معاده BDمرکزی اتصاه 

 

 31شکل 

Solve: 

1350*0450  (الف  FM xBDc
P  

0
240

.135

450240
22




F BD
p  
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211*135 F BD
P   

 يعنيجهتانتخابي
P

F BD 211

135
  

  KNP
P

P

MPa
A

F BD 518.62135/50*211*800
211*800

135

1

800
211

135

50   

 )   4.1*
56.0

*sin4.14.1

56.092.1
30 22

0



 FM BDC
P  

FFF BDBDBD
P 736.1344.1392.01.2   یعنی

PF BD
21.1  

KNNP
P

A

F BD 05.333305750
800

21.1
  

 باشد، mm12قطر پینهای بکار رفته در اتصالات  32در شکل  اگر :مثاه

 ABدر اتصاهحداکثر مقدار تنش عمودی  الف (

 BCدر اتصاه  حداکثر مقدار تنش عمودی  (

 Cج( تنش برش میانگیت در پیت 

 BCاز عضوCگا ی در د(تنش تکیه

 BCاز عضو Bه( تنش تکیه گا ی در 

 را حسا  کنید.
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 32شکل 

Solve: 

 و نیرو ای وارد بر آن   Bنقطه 

60sin45sin75sin
000

12
:

FF BCABC 

 

 

 
)الف

 
𝜎𝑏𝑐 =

8.96∗103

36∗10
 

 )ج(

 

)د(   

 

)ه(   

KNF AB
32.7

KNF BC
96.8

12
2

*
4

*2

8960




N


7.74
10*12

8960
 b

33 20. 
10 * 36 

10 * 32 . 7 
3 

   N 
b A 

F 

ab 

AB 
ab  
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را با اتصاه نسرب بره   mm200و عرض mm15خامت ضدو الوار نوبی به  33مطابق شکل  مثاه:   

را برای تحمل بار dباشد طوه لازم kpa900کنین اگر تنش برشی میانگیت نسب یکدیگر متصل می

kNpمحوری  4تعییت کنید. 

 

 33شکل 

 




P
         

mmm d

NN
THEN

2

3

2

3

105
: 10*4

10*900   

NP 10*4
3

         
mmmm

N
d

N
hence 22

63

105

4000
: 10*10*900 


 

mmddKPa 3.4240009.0*105:900   

توان در داخل ورقی از نسب پ ی استرن بره ضرخامت   ای را که میسوراخ دایرهقطر بزرگتریت  مثاه:

mm6.ایجاد کرد را تعییت کنید 

و تنش برشی میرانگیت لازم بررای از بریت برردن مراده      kN45میدانین نیروی لازم برای سوراخ کردن 

mpa55 است 

Solve: 

4.37
10*12*2

8960
 b



50 

 

KNP 45  

















thicknesst

DiameterDtD

Pi


 *  

Solve: 

D

NP

mm **6
55 10*45

3

2 
 


  

mmD 4.43
55*6

45000


  

 

سراخته   34مطرابق شرکل    mm8از ورقی به ضرخامت  mm300ای فولادی به قطر خارجی لولهمثاه :

ی خط جوش با خط قائن معاده باشد که زاویهی ساخت به طریق جوشکاری میشده است نحوه
0

20 

kNpباشد نیروی محوری می 250برلوله وارد میشود.  

 رادر جهتهای عمودی و مماس بر جوش تعییت کنید و 5الف(مقادیر 

mpa100و mpa150جوش بره ترتیرب معراده     (اگر مقادیر مجاز تنشهای قائن و مماس 

 .توان به لوله وارد نمود را پیدا کنیدرا که میpباشد ،بیشتریت نیروی محوری 

 

 34شکل

mmd 300
0
  
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mmt 8  

20
0

  

KNP 250  

 cos
2

0A

P
  

 cossin

0A

P
  

(الف   mmA 7338284300
22

0

24  


 

KNP
P

MPa
P

A
1246

7338
150 20coscos

022

0

  

 

KNP
P

MPa
P

A
228320cos20sin

7338
100cossin

0

   

از تنشهای مجراز عردوه خوا رد    تجاوز بکند نون در ایت بورت kN124ن اید از pمقداربنابر ایت 

  .شد

انرد   ای از جنج آلیاژ ف زی مشابه سراخته شرده  ،از می ه 35شکل رپای خBEو ABعضو ای  مثاه:

   .است مط و  استkN300و بار نهائی mm28دارای قطر ABدانین که می

 ABالف (ضریب اطمینان 

  .اگر  ر دو می ه دارای ضریب اطمینان مشابهی باشندBE ( قطر لازم 

باشرد  kN150باشرند و برار نهرائی شکسرت آنهرا      ای بره قطرر   می هBEو ABج(اگر اعضاء 

BEو ABای ،قطر لازم می ه2.3( با استفاده از ضریب اطمینان mm20ای به قطر ،)آزمایش با نمونه

 را بدست آورید.

mm 100 
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 35شکل 

Solve: 

KNRM xAc
4000   

KNRRF ccA
40000 400    

KNARF yV
225751500    

KNFFF ADADV
3750

5.1

9.0
0 225    

KNFFF ABADV
1000

5.1

2.1
*3750 400    

  (الف

  

1250
5.1

9.0
0 75   FFF EBEBV

 


باروارده

بارنهايي
SF.          KNبارنايي 3753*125   

 )  

 

 (ج 

     
معلوم

BE

DNAمعل

AB

d
d

d
d

BEAB


2020
2222

4

150

4

2.3*125

4

375

4

300


 

3
100

300
. 

باروارده

بارنهايي
SF

   
3.31

4

375

4

300

22

28
 d

U
d

UBE
AB 
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 :مط و  است  36شکل رپای خ( در 14

 DEالف( تغییر طوه عضو 

 ACو DE (سطح مقطع اعضاء

MPaGNmمقاومت کششی مصالح بکار رفته  200,200
2

 

 

 36شکل 

 

  KNORABF FF ABv
3000

5

4
240  

  KNORFFF ACACh
180,0300

5

3
 

KNFED FF EDv
3000480  

mmDE 2400
1010*200

10*180 2

66

3

*


 

mmAC 900
1010*200

10*180 2

66

3

*


 

  
  

mm6
*2400 1010*200
10*610*480

66

33



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  37بعد از بار گواری ،مطابق شکل Bی مط و  است تغییر مکان نقطهمثاه: الف (

  ا  (سطح مقطع می ه 

 

 37شکل 

Spicification: 

MPa
YP

350 

FOR TENSILE MEMBERS   2.SF 

FOR COmpressive MEMBERS   5.3.SF 

?ABC
       ?AAB

 

Solve: 

KNF BC
500or      0250 30sin

0
 Ff BCV

 

KNF BA
433or       030cos

0
 FFf BCBAV

 

Working stress: 

(tention)    ,175
2

350
MPa 

(Compression)    ,100
5.3

350
MPa 

mmAB 2500
10*175

1010*180 2

6

63
*

 

mmBC 5000
10*100

1010*500 2

6

63
*

 
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   
  

mm
AB

3
*

*

1010*20010*5.2
10*465.310*433

693

33


 

   
  

mm
BC

5.2
*

*

1010*20010*5
10*510*500

693

33




 

 

حوه محور ای با سرعت زاویهAو به مساحت مقطع یکنواخت  L، طوه mای به جرم می همثاه: 

 .فرض میشود ، مط و  استEدوه یانگ برابر مگردد ٍمی

 a)ی می ه در فاب ه رتنش دx از دوران 

b تغییر طوه می ه در اثر دوران) 

 

 38شکل 

 

xwF dx
L

m
dx

2
* 

mrwکه  مان ع ارت معروف  
 باشدمی 2

جرم واحد طوه  
L

m 

A 
 

A 
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dx  dx جرم
L

m 

 dx   x شعاع دوران 

 Wای دوران سرعت زاویه

xdx
L

mw
F dx

2

 

 xLw
xmwmw

L

m

L
xdx

L
F

L

x

L

x

222

22

2

1
2

2









 








 

 

 

در راستای قائن مهار شده است مقطع  ر دو می ه Aی حرکت نقطه 39شکل ی در سازهمثاه: 

21000mmیاند می هاست فرض مکنین  ر دو می ه در دمای م نائی قرار گرفتهABیبه اندازه

k30یشود و می هحرارت داده میACماند فرض کنید  ر دو می ه در  مان درجه م نا باقی می

 مانند ،میزان تنش ایجادی در  ر دو می ه را حسا  کنید  فرض کنید به بورت مستقین باقی می

16

10*12 
 k                         2200  GNmE 

 

 39شکل 

  AE 
AE L 

dx 
AE 3L 

dx 
AE L 

δdx δ L m 
x m X 

m X 
m 

L 
L 

/ 
3 

1 
3 

. . . 

2 2 

0 

2 
3 

2 

0 

2 
2 

3 

      
 

 

 
 

 

  

dx 
AE L AE 

X Fdx 
X 

mw 
dx 

2 
2 

. 

. 
  δ 
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افرزایش   یچ اتصالی به  ن دیگر نداشرته باشرند ،میرزان    Aی اگر فرض کنین که ایت دو می ه در نقطه

 به قرار زیر خوا د بود ABیطوه می ه 

    mm25.130 30cos10*310*12
036



 

 :Aتعاده گره 

30cos30cos
0

12

0

12
0 FFFF  

،و  ن ننیت Fی افزایش درجه حرارت و نیروی فشاری محوری از اثر ترکی ی افزایش طوه بواسطه

ی از  ندسره ACجائی در راستای ای ندارد جزء جابهنارهAی،،نقطهAدر نظر گرفتت نوع تکیه گاه 

 آید که : ترسیمی ننیت بر می

30
0

CosAADA  

       
SectionalCrossA

AEAEAE

FFF  ,

0

25.1
10*330cos

30cos
10*3

30cos

10*3
32

10

3

2

0

3

1 

 

  :در نتیجه

 

 AF 38
2
 

 nCompressioMPa
AB

8.43 

 tensionMPa
AC

8.43 

AF 8.43
1




58 

 

دو تکیره گراه نگهرداری میشرود درجره       تبری  41ای مخروطی از جنج فولاد مطابق شرکل  می همثاه: 

 .یابد تنش قائن ایجاد شده در می ه را حسا  کنید کا ش می k20حرارت 

Specification: 

d=100mm 

D=200mm 

L=1000mm 

 

 41شکل 

 

       mm24.0100020 10*12
6


 ای فرضیاز تکیه گاهکا ش طوه می ه با فرض ن ودن یکی  

P=? 

20
50

1000

50
50

xx
r  

dxL
AE

PL
 , 

  E

P

E

Pdx

x 


2000

400
24.0

1000

0

2

20
50

 


 

KNPhense 750:  

 
4.95

50
10*750

2

3

max



 
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ای به به پیرامون استوانهEو جدوه یانگ Aو مقطعLبا طولهای  41مطابق شکل  دو عدد می همثاه: 

گردند مط و  است میزان افزایش طوه  ر کدام از میای وبل شده و با سرعت زاویهDقطر 

 . او تنش در  ر کدام از می ه ا می ه

 

 41شکل 

 

wxdx
L

m
df

2
.. 

.

2

xdx
L

m
df w 

? dx
 














 x
mww

L
D

D

L
D

D L
xxd

L

m
f 4

2

1 2

2

2
2

2

2

 

















 

















22

22
2

2

1
.

D
L

Dmw
L

 
















44
..

2

1
2

2

2

2 D
L

D
w DL

L

m
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 Lw D
L

m 22
..

2

1
 

 LD
m

w 
2

.
1

.
2

1
 

 LDmw 
2

2

 

 LD
AA

P
AP mw 

2
.

2

 

dx
LAE

AEdx
LAE

xdf
d x

mw
x

mw 2

2

2

2

/.
.















 











 x
mw

L
D

D
LAE

d 3

3

1 2

2

2

 

















 

















22

33
2

3

D
L

Dmw
LAE

 

 

mmwو عررض  m6بره ضرخامت   42BCدر شرکل  فقری  ااتصراه   -الف مثاه: 30   از فرولادی برا،

ی نشران داده شرده بررای تحمرل برار      ساخته شده است اگرر سرازه  mpa500استحکام نهائی کششی 

kN45 ؟طراحی شده باشد ضریب اطمینان نقدر است 

از فرولادی برا اسرتحکام نهرائی کششری      mm6بره ضرخامت   BCدر بورتی کره اتصراه افقری     - 

mpa450 ساخته شده باشد اگر ایت سازه برای تحمل بارkNp 35  3و. SF باشد ،عرض اتصاه

 .را پیدا کنید
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 42شکل 

Solve: 

0M D
 

  30cos60cos
00

*300*150300 F BC
P  

PF BC 2

3
 

KNpif 45.  

KNKNF BC
3945

2

3
 

MPa
u

500 

MPa

mm
aLL

7.246

30*6
10*39

2

3

 

 (الف

  

 ) 

  

3.2
7.216

500
. 

MPa

MPa

aLL
SF u

MPa
aLL

SF
u

u 450.  

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ww

P

aLL 6

31.30

*6

2

3

 

mmw

w

aLL
SF u 67.333

6

31.30
1

450

. 
 

Ai ای بیرونی را در نظر بگیرید ،سطح مقطع می ه 43شکل ی نا معیت ایستایی سازه مثاه:
و سطح 

Avی میانی مقطع می ه
 ا را فرض میشود نیرو ای داخ ی می هE ا ی می هباشد جدوه یانگ  مهمی

 رید.بدست آو

 

 43شکل 

 

Solve: 

0cos2تعاده
21

 PFFf
v

 

Deformation: 

cos 
ACAB

 

AE

PL
We know : 

 

AiE

LF
BA

cos/
2 

cos
2

12 Av

Ai
FF or      nDeformatioCos

E

L

E

L

A
F

A
F

Vi




12

cos
 
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  P
Av

AiFF  cos
2

11
2 

  cos
31

21 AvAi

P
F


 

  



cos2
cos

3

2

2
21 


AvAi

P
F 

 

بهن متصل شده و از محل L ر دو بطوه BCو ABدو سین یا بازوی نازک  44مثاه : مطابق شکل 

را طوری پیدا Qگردد ،میزان بار ارد میواند ، بار بصورت تدریجی قرار گرفتهQاتصاه تحت تاثیر بار 

 .در محل اتصاه دو سین ایجاد کندکنید که ف ش معاده 

  

 44شکل 

 

ک بوده ولی آید ،زیرا میزان افزایش طوه  ر عضو مطابق با قانون  ومثاه فوق به نظر خی ی جالب می

 .بنا به دلایل  ندسی ف ش متناو  با بار نیست

AE

PL
 

axial alongation\Where :  

P= axial force 

AE

PL
LL  

0sin2  QPf
v

     or   
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                                                             س ج

 

 

 ایبا توجه به تئوری بسط دو جم ه

 

 

𝑞 =
𝐴𝐸3

𝐿3
 

 : 45شکل رگواری برای اتصاه و بامثاه: 

mmLالف (ضریب اطمینان را در حالتی حسا  کنید که  180 وmpa
u

5.2. 

بررای سیسرتن در   75.2باشد و ضریب اطمینران   mpa5.2 (اگر تنش برش نهائی در اتصاه نسب 

  .را حسا  کنیدLنظر گرفته شده باشد ،طوه 

 
2 

2 
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 
2 



65 

 

 

 45شکل 

A

P
 

 

 الف(

 
125*

2

6
*2




Lمساحت تحت برش 

 
MPa7356.0

125*6180

10*16 3




 

3984.3
7356.0

5.2
. SF 

 ( 

 

  

Lمعلوم

L







1256

10*16

1

5.2

75.2
3

  
 

 

aLL 

U S F . 
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ای بروده و تغییررات آن در طروه    باشد مقطع جسن دایرهمورد مطالعه می 46جسن ب ب شکل  مثاه:

کند مط و  است مطابق شکل اثر میبرای کل جسن ثابت بوده و نیروی Eجسن ب ب خطی است 

 .گواری حاکن میزان افزایش طوه جسن تحت بار

 

 46شکل 






ii

ii

A
LP 

Solve: 

Expression of r=? 








 


22

dD

L

xd
r 

AE

PL
 

E
dD

L

xd

Pdx
d

.
22

2
















 






 

   


 

LL

DdE

PL

E

Pdx
d

dDLxd0

2

0

4

.

4


 

 :وش حل انتگراهر

  dUxUdD
L

x
d  0

 

DULx  
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du
dD

L
dxdx

L

dD
du





 

      







 






uu

D

d

D

d
EdD

pLdu

EdD

PL

EU

du
dD

L
P 144

**4

22 
 

    DdE

PL

Dd

Dd

EdD

pL

dDEdD

PL



44114








 















 

kNpبهن اتصاه یافته و تحرت تراثیر برار    47مطابق شکلBBCCوAABBدو می ه مثاه :  50  قررار

BBی مقادیر تنشها در مقاطع اند مط و  است محاس هگرفته وAA. 

 

 47شکل

AABB: 

Nmوزن مخصوص
24

10*7.7


= 

L=10m 

mmA 6000
2

 

BBCC: 

Nm
34

10*25.8


 

mmA 5000
2

 

GNmE 90
2

 
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 BB
 

     Nwa
2475500010*6 1010*25.8

943 


 

MPa
A

P
5.10

10*5000

247510*50
6

3







 

 AA
 

    Nwb
4620*1010*7.710*610*10

9433



 

MPa
A

P
5.9

10*6000

4620247510*50
6

3







 

 

برسیستن وارد میشود ،مط و  است میزان pاند و بار بر ن پرس شده 48دو می ه مطابق شکل مثاه:

 را )می ره مسری (حمرل شرود      توسط یکری از می ره  pی حرارت که بموجب آن کل بارافزایش درجه

 . ا به قرار زیر استمشخصات می ه

 

 48شکل

Spicification: 

upper Cover pLat = Rigid                KNP 200 

1

62 10*20,120 

  KGNmE
cucu        mmLL cust

500 

162 10*12,200   KGNmE
stst          22000mmAst  

22000mmAcu  

Freely moving of upper Lover upard 
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       



cust

         50010*12 6For st  

      50010*20 6For cu 

آن تحت تاثیر برار بره قررار زیرر     اگر  مه نیروی توسط استوانه مسی عمل گردد. میزان منق ض شدن 

 است.

        
 

  
MPa

AE

PL
cu

5.9
10*10*1205000

50010*200
69

3


  

 :بنابر ایت

  
  

  
   



 50010*120
10*10*1205000

50010*200
50010*20 6

69

3
6 

K6.41 

 

کنرد شرعاع   راتحمرل مری  pمفروض است و باری معاده  49ی ب ب دواری مطابق شکلسازه مثاه:

r0مقطع بالائی جسن 
باشرد مط رو    می3Nmی جسن ب ب و وزن مخصوص مواد تشکیل د نده

است نگونگی تغییرات شعاع به شرطی که تنش فشاری در کل جسن یکسان باشرد وزن سرازه غیرر    

 .باشدقابل برف نظر کردن می

 

 49شکل

 حل:
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
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

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A

QP
 



1




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
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12انتگراه گیری از طرفیت CyLnr 





: 









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0
2

0
CLnr
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rr
 

2

0r

P


  

Pyr
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2
0
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باشد ،در اثر کرا ش دمرا   که متشکل از دو جنج ف ز مج و آلومینیوم می  51شکل ی در سازه :مثاه 

(میشرود   yields)جراری  گاه از تکیره mm25.0ی سیستن منق ض شده و سمت راست سازه به اندازه

  .تجاوز نکندmpa150حداقل دمایی را حسا  کنید که مطابق آن تنش در بخش آلومینیومی سازه از 

  .باشدعاری از  رگونه تنش میذکر است سیتن در سطح م نای قابل

 

 51شکل 

k  300 
0 
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  at 300 K:Sytem is Stress free 

 

Cu:                                                                                              AL: 

24500mmA                                                                           24500mmA  

mmL 200                                                                              mmL 300 

270  GNmE                                                                         2120  GNmE 

1610*25  K                                                                      1610*20  K 

    :حل

total Shortening: 

        20010*2530010*20 66 

 
  

 
   

 


6969 10*10*702000

200

10*10*1207500

300
:

PP
hence 

25.0  

   KNAPAP alal 30010*10*1502000./ 69   

K84 

Final temPreture =216K 

 

 

 

 

 

 

 

 نیروی محوری؛ نیروی برشی و لنگر خمشی

 موضوعات
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 مروری بر تیر ا

 گا هاانواع تکیه

 انواع تیر ا

  ای عم ی ایی از بارگوارینمونه

  امحاس ه واکنش

 مقطعنیرو ای داخ ی از روش 

 ی محوری برشی و لنگر خمشییترسیمه نیرو

 انتخا  تیر ا
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 Torqueیا  پیچش

تعریف کوپل: ع ارت است از خو  نیرو ایی که به موازات  ن به فابر ه از  مردیگر و در خرلاف    

 :کنند. و مقدارش برابر است باجهت  ن اثر می

  mNdFT ..  

 

 . پیچش در یک گیره 3-1شکل 

 

  ای انتقاه نیروو ...بخار؛ موتور الکتریکی ، شفت تپیچش: توربیمثالهایی از 

 ای به نقطه دیگر(باشد. ) انتقاه توان از نقطهگردانهای انتقاه میتریت کاربرد پیچشی: در میل متداوه

 ا و نگونگی توزیع موارد مورد بحث: تنش و کرنش ایجاد شده به وسی ه اعماه پیچشی بررسی تنش

ای بدسرت آوردن رابطره پیچشری زاویره پیچشری در محردوده کشسران، طراحری         دایرهآن در مقاطع 

ای حرداد نرازک ،    ای انتقاه توان تمرکز تنشی مسائل نامعیت ایستایی پیچشی پیچشی اسرتوانه |شفت

 .ایپیچشی شفت لایه با مقاطع غیر دایره
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 های گردانهای موجود در میلهبحث اولیه در خصوص تنش

شفتی در نظر بگیرین که تحت تاثیر دوکوپل مساوی و مخرالف جهرت  رن باشرد و از میران دو           

. مطابق مواردی که در روش مقطع گفترین  ن یانتهای ایت محور، مقطعی عمود بر محور شفت ع ور د 

شروند   ای نیرو ای قائن با محور لنگر ای خمشی و نیرو ای برشی در مقطع ایجاد یا ظا ر میمولفه

تروان  بایستی با گشتاور خارجی در تعاده باشند با توجه به ذات نیروی محوری و لنگر خمشی می که

گفت که برای نگه داشتت سیستن در حالت تعاده در ایت خصوص نقشی ندارند و تنها باید به واسطه 

 نیروی برشی مقطع سیستن متعاده گردد.

 

 هت . شفتی تحت تاثیر دوکوپل مساوی و مخالف ج3-2شکل 
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ای از نیرو ای برشی کونک باشند که بر کنین که نیرو ای برشی مجموعهفرض می 3-2مطابق شکل 

فررض دوم  .  (dF)کننرد  روی المانهای کونک که بر روی کنتور ای تراز قرار گرفته است عمل می

 ا را سیستنای از ننیت توان مجموعهکنند میاز مرکز مقطع اثر میایت است که ایت نیرو ا به شعاع 

 :به شرطی که خطوط تراز خی ی بهن خی ی نزدیک باشند را معاده با کوپل موثر گرفت. یعنی

 

 

 میدانین

dAdF : 

 پج:

 

 گردند. ای برشی در مقطع میشی موجب ایجاد تنشیچتوان نتیجه گرفت که گشتاور ای پییعنی می

 شفت مورد بحث را بریده و مورد مطالعه قرار د ین خوا ین دید که :  رگاه جزء بسیار کونکی از 

بر روی وجوه عمود بر محور میل گشتاور پیچشی وارد بر می ه س ب ایجاد تنشهای برشی  -1

شود ولی در بحثهای ق ل ما یت تنشهای برشی به اث ات رسیده دیدین کره  گردان یا شفت می

در  ر نهار وجه المان بریده شده تنشهای برشی مسراوی و برا جهراتی کره بحرث شرد اثرر        

 ای متعدد مساوی و  ن طوه و توان با ساختت شفتی از تسمهرا میکنند ال ته ایت موضوع می

 (.3-3)شکل یت نمودرودادن آن ،قرار تحت تاثیر دو کوپل مساوی و مخالف جهت  ن 

    T dA  Then  : 

  T dF 
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 3-3شکل 

 

 رای عمرود برر محرور شرفت       ای طولی عرلاوه برر برفحه   میتوان نتیجه گرفت که در بفه -2

 رای طرولی برر روی  رن     توان در لغزیدن تسرمه ،تنشهای برشی وجود دارد ایت مورد را می

 (.3-3)شکل ملاحظه کرد 

 

 تغییر شکل شفت های گردان 

  دف 

 Tو گشتاور پیچشی Lطوه شفت  ،ی بیت زاویه پیچشی پیدا کردن رابطه -1

 تعییت توزیع تنشهای برشی در میل گردان )که از نظر ایستایی نامعیت است ( -2
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 فرضهای اساسی 

ای براقی  ای عمود بر محور شفت پرج از اعمراه پریچش بره برورت برفحه      مقاطع بفحه -1

( یرا تابیردگی در برفحات مروازی     مانند به ع ارتی دیگر  یچگونه اعوجراج ) می

آید سنی که بفحات موازی عمود برمحرور تیرر ، در   عمود بر محور طولی عضو بوجود نمی

گیرند اگر تغییر شک ها بزرگ باشرد ایرت موضروع برحت     ی ثابتی از یکدیگر قرار میفاب ه

ای معموه بسیار کونک  ستند ،شفتهایی که در تغییر شک هنخوا د داشت لیکت از آنجاییکه 

گیرند قابل نشن پوشی  ستند )فقط در خصروص شرفت  را برا     اینجا مورد توجه قرار نمی

 ای بادق ( مقاطع دایره

 

 ای عمود بر محور شفت پج از اعماه پیچش. وضعیت مقاطع بفحه3-4شکل

 

 (3-5)شکل کند ا به طور خطی از محور مرکزی تغییر میکرنش برشی -2

ب برا کررنش برشری    سر متنابا استفاده از قانون  وک فرض سوم ایت است که تنش برشری   -3  

 باشد می

warpage 
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 3-5شکل

 

ی ایت شفت گیرین که تحت تاثیر پیچش قرار گرفته باشد )الف( از  ستهدر نظر میCشفتی به شعاع 

زاویره  . کنرین حابل را بررسی مری کنین و تغییر شک های را انتخا  می و به شعاع  𝑙المانی به طوه

تروان   رای حابرل مری   د ین با توجه به تغییر شکلنمایش می و کرنش برشی را با پیچش را با 

 :نوشت 




 LtgAA
AB

AA
tg 

   خی ی کونک است.

                                                                    

 :از سوی دیگر

.: LAAThen 



79 

 

    

 

 :یعنی

        

  و شوند. یعنی: ر دو بر حسب رادیان بیان می 

ای معیت از شفتی که تحت تاثثیر پیچش قرار گرفته : متناسب با زاویه پیچش و کرنش برشی در نقطه

خطی است ( و  با ی مورد)تغییرات از محور میل گردان )شفت( تا نقطه ی متناسب با فاب ه

 با طوه شفت نس ت معکوس دارد 

       

 اخیر:از دو رابطه  با حوف 

 

 ) مدوه برش( ضر  میکنین.  Gبا توجه به فرض سوم: طرفیت را در 

 

 

 تفسیر رابطه بدست آمده:

 کند.ای شکل با فاب ه از محور شفت تغییر میتنش برشی در شفت با مقاطع دایره

بره برورت    ایی بدست آمده ، توزیرع ترنش در شرفتهایی برا مقطرع دایرره      بنابرایت با توجه به رابطه

 خوا د بود  3-6شکل

max .   
C 

ρ 
 

max . . .    G 
C 

ρ 
G 

max    
C 

ρ 

L 

C ∅ 
  

max 

L 

∅ 
  

    L . 

∅      ∅ 𝜌 A A A A 𝜌 . 

∅ 
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 ایدر شفتهایی با مقطع دایره. توزیع تنش 3-6لشک

  . ای تو خالی ع ارت تنش به بورت زیر استدر شفت 

max

2

1
min 

C

C
 

  :ی اب ی تنش برشی در پیچش را نوشتتوان رابطهبا توجه به روابطی که ق لا بدست آورین می

 

 

 میدانین

 

 برابر است با: تنش برشی در  ر فاب ه  از محور شفت یعنی    

 

 

 





















2

0

4
4

1
drJ 

44

322
DrJ


 

   
  

  

 

 
 

2 

0 0 

2 2 
. . 

r 

P 
d dp ρ  dA  J 

J 

 T . 
  

  J dA  
2 

         dA  
C 

dA  
C 

dA  
C 

dA  
2 max 2 max 2 max . . . 

   
 

    T dA   
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 :در خصوص شفتهای توخالی

 44

0
32

iDDJ 


 

 

ای  سرتند کره تحرت    روابطی که تا به حاه بدست آمده برای شفتهایی با سطح مقطع یکنواخت دایره

تاثیر گشتاور ای پیچش در دو انتهای آن قرار دارند ،درست است اما از آنها برای شفتهایی برا سرطح   

تروان  تحت تاثیر گشتاور ای پیچشی در نقاط مخت ف نیز باشند )جزء دو انتهاء ( مری مقطع متغییر یا 

 (.3-7)شکل استفاده کرده کوپل پیچشی موثر در مقطع را بدست آورد

 

 

 . شفتهایی با سطح مقطع متغییر یا تحت تاثیر گشتاور ای پیچشی در نقاط مخت ف3-7شکل
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در ضمت تنشهای برشی بدست آمده بر روی المانهایی بودند که اضرلاع آنهرا بره مروازات محرور          

خوا د داشت المانها  ن تنشهای برشی و قائن وجودباشد در حالات دیگر بر روی طولی و عرضی می

 . تنشهای قائن کششی و فشاری بر آنها اثر خوا د کردو یا در حالات خابی برفا 

 

 نس ت به محور شفت قرار گرفته است موجود بر روی جزئی که با زاویه . تنشهای3-8شکل

 

نس ت به محور شفت قرار گرفته به شررح زیرر   045 تنشهای موجود بر روی جزئی که با زاویه : مثاه

 .قابل محاس ه  ستند

  

 (الف

  2..45cos.2 max

0

0max AAF   

max

max

2.

2..



 

A

A

A

F
F 

 ) 

  
max F

 )نیروی  فشاری است(

J

CT.
45  

 ی خی ی مهن : نکته
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شکنند )تحت کشش تغییرر شرکل مید نرد ( بنرابرایت     تحت برش مینتیجه : مواد شکل پویر معمولا 

ای عمود بر محور طولی نمونره  ای از اینگونه مواد اگر تحت پیچش قرار بگیرد در امتداد بفحهنمونه

ای از ترند تا در برش ، به ایرت ترتیرب نمونره   شکند از طرف دیگر مواد شکننده در کشش ضعیفمی

  .شکنندبا پیچش در امتداد سطوح عمود بر راستای کشش ماگزیمن میاینگونه مواد  نگام مواجه 

 

 ی ارتجاعی )الاستیک ، کشان ( ی پیچش در محدودهزاویه

 :یاد آوری

L

C
max 

 :میدانین 

JG

TC

G
 max

max


 

 :از دو رابطه فوق

JG

L
 

  .ی مسقین داردبا گشتاور پیچش وارده بر شفت رابطهی پیچش یعنی زاویه

توان استفاده کرد یعنی فوق و با استفاده از ماشیت آزمون پیچش جهت تعییت جدوه برش می از رابطة

 ای آماده میشود پج : نمونه

 d=determinate =قطر

 L=determinate= طوه

 .T= determinate and excessive by torque test machine =گشتاور پیچشی 
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 اگر:

وارده   

   Stopتس ین  


L

GJ
Line designed :  

ateerضریب زاویه
L

GJ
m mindet 

Then : G=determinate 

در شفت  ای با مقطع متغیر بسته به نوع تغییرات از روابط زیر برای تعییت زاویه پیچش استفاده می 

 شود.

 تغییرات پیوسته:

 

 . شفت با تغییرات پیوسته در مقطع3-9شکل 

 

 تغییرات گسسته:

 






L

JG

dx

0
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 مقطع . شفت با تغییرات گسسته در3-11شکل 

 


ii

ii

GJ

LT
 

در خصوص محور ائی که از نظر ایستایی نرامعیت  سرتند بایرد اوه معرادلات تعراده و بره ت رع آن        

  . ای مسائل دست یافتمعادلات تغییر شکل را نوشت تا به خواسته

 

 های انتقال توانطراحی میل گردان یا شفت

 

 .3-11شکل 

 داشته باشد ع ارتند از:مشخصاتی که باید در ایت گونه موارد، یک طراح در نظر 

 میزان توان انتقالی _1

 سرعت نرخش _2

 ماده سازنده شفت _3

 ابعاد شفت _4

 روابط مورد استفاده ع ارتند از:

)rad/see (w        wTP . 
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 1:,
.

2
2 


 sفركانسffw


 

fTpThen 2:  

f

P
T

2
 

 از سویی

mNT .: 

2

max : Nm 

3m
C

d
 

مقدار بدست آمده برای 
C

Jد د. در خصروص شرفتهای   : مقدار مجاز مینیمن را برای شعاع شفت می

 است. 2CJای پارامتر بحرانی توخالی با مقطع دایره

 

 پیچش شفتهایی با مقاطع مستطیل

ابولا روابطی که ق لا ارائه شدند در خصوص شفتهایی با مقطع دایره بادق  ستند زیررا بررفا ایرت    

 ا در عضو ای غیر مانند. تعییت تنش ا  ستند که با فرضیات اساسی انجام یافته سازگار مینوع شفت

 از حدود بحث ایت درس خارج است.ای که تحت بارگواری پیچشی باشند دایره

 ه :رجوع شود ب

S.P.Timashenko and J.N Goodier, Teory of Elasticity 

3d ed, McGraw_Hill New York, 1970, Sec 109 

 

 
 

 
 
 

 
  

J 

TC 
 چون

T 

c 

J 
max 

max 
:  

 



87 

 

 

 

 ای ا در عضو ای غیر دایرهتعییت تنش 3-12شکل

 

ای برا  گیرین که در گوشره می ره  ن موضوع المان مکعب کونکی را در نظر میدلیکت جهت روشت ش

لاع ایرت مکعرب   ضر مستطیل قرار گرفته باشد ) مقطع مربع( محور ای مختصات را موازی برا ا مقطع 

کنین با توجه به ایت که دو وجه مکعب بخشی از سطح آزاد می ه  ستند بنرابر ایرت تنشرهای    فرض می

 :3-12برشی موجود بر روی آنها نیز بفر است. نیز با توجه به شکل

0yz     ,0yx 

,0zy       ,0zx 

,0xz       ,0xy 

اثر  شود که  یچ نوع تنش برشی بر روی آن ای برشی: نتیجه گرفته مییز با توجه به ما یت تنشو ن

توان به آسانی ملاحظه نمود که  یچ گونره تغییرر   ال ته پیچاندن مده لاستیکی می ه مربعی می کند.نمی

 شود. یچ نوع تنش برشی در ایت نقاط ایجاد نمی شک ی در ایت نقاط و به ط ع آن
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  ای راست با سطح مقطع مستطیل یکنواخت به قرار زیرند:یج بدست آمده برای می هنتا

) در امتداد خط مرکزی وجه پهت تر می ه(          ( 3-14شکل  )
2

1

max
abC


 

        
GabC

L
3

2




 

که در آن : 
 

T        گشتاور پیچشی = 

a                                         طوه مقطع = 

b عرض مقطع = 

G مدوه برشی = 

1C  2وC  با توجه به نس ت =ba شود.از جداوه مهندسی استخراج می 

      

.

.

5.1

2.1

1

ba

              

.

.

231.0

219.0

208.0

1C

                     

..

..

1958.0

1661.0

1406.0

2C

 

 ر گاه سطح بیرونی شفتی با مقطع مستطیل را به مربعهای کونکی تقسین بندی کنین بعرد از اعمراه   

 ای واقع در گوشه که به  مان حالت اولیه عشوند. الا مرب ا به لوزی ت دیل میپیچشی  مه ایت مربع

 (.3-13)شکل مانندفرد باقی می
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 . پیچش شفتی با مقطع مستطیل3-13شکل 

 

0yz     ,0yz .نون در سطح آزاد می ه واقع  ستند 

,0zx       ,0zy   .نون در سطح آزاد می ه واقع  ستند 

,0xy       ,0xz    ای برشی.با توجه به ما یت تنش  

 

 

 تنش  ا در مقطع مربع . توزیع3-14شکل 

 

 اعضای توخالی جدار نازك پیچش

گیرین که تحت تاثیر لنگر پیچشی باشد یک جرزء کونرک از ایرت    مطابق شکل جسمی را در نظر می

د رین ایرت جرزء کونرک بایرد تحرت تراثیر نیرو رای         جسن را جدا کرده و مورد مطالعره قررار مری   
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1234 ,,, FFFF   رای برشری در سرطوح مروثر     باید در حاه تعاده باشد نیرو ا با حاب ضرر  ترنش 

 :باشد. در خصوص شفتهای توخالیبرابرند. جهت نیرو ا با توجه به جهت کوپل اعماه شده می

 

 . پیچشی اعضای توخالی جدار نازک3-15شکل 

 

 باشد میتوان آن را جدار نازک فرض نمود. اگر 

,.113 dxtF       ,.221 dxtF      310 FFFx 

توان نتیجره  باشند. لوا میمی dxt2و  dxt1 ای برشی موثر بر سطوح متناظر تنش 2و  1که در آن 

 گرفت:

2211  tt  

 توان گفت:اند لوا میبه فاب ه دلخواه انتخا  شده ,PQ با توجه به ایت که بفحات قاطع

حاب ضر  تنش برشی در  ر مقطع طولی دلخواه در ضخامت جداره، مقداری اسرت ثابرت معمرولا    

ده در کانالها به آن جریان برشی گفته ه بد ند. و با توجه به ش ا ت آن بنمایش می q ایت مقدار را با

 ع ارت است از نیوتت بر واحد طوه. q شود. واحدمی

  ای برشی: با توجه به ما یت تنش

/10 R t  
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q = shear flow 

41,            
32   

 :س ج

𝜏4𝑡1 = 𝜏3𝑡2 

     

 کند.که رابطه بدست آمده نیز  مان استدلاه ق  ی را توجیه می

 ع ارتست از: dsبا توجه به شکل )پ( و تعریف جریان برشی، نیروی وارد بر المانی به جزء طوه 

dsq. 

 :و سهن ایت نیرو در مقاب ه با لنگر پیچشی ع ارت است از

dsqr .. 

 باشد. بنابر ایت با جمع کردن اثر تمام ایرت جرزء  می O حوه نقطه دلخواه qds  مان لنگر نیرویکه 

ds  توان نوشت:  ا می 

    

 محیط بسته انتگراه ع ارت است از منحنی میانی محیط مقطع.  

     cteq  

 که در داخل منحنی مرکزی محیط مقطع جدار نازک محاط شده است. یعنی: Aدو برابر سطح  

 

 :پج

AqT 2 

    
A

T
q

2
 

    (Bredt formula)   )دانشمند آلمانی کاشف رابطه( 

A rds 2  
 

 

ds rq T .   



92 

 

t

q
 

 :در فضای سه بعدی

  

 

 

 

 ه:در خصوص دایر

sin: ay  

cos: ax  

xN                         

yM                        

     




2

0

2222 22cossin Aadaxdyydx
c

 

 زاویه پیچشی در عضوهای جدار نازك


t

ds

GA

TL
24 

شود. ال ته ایت زاویه از طریق محاس ات مربروط  انتگراه در طوه خط مرکزی مقطع جداره محاس ه می

 باشد.آید که جزء سرفصل نمیمی ای انرژی بدست به روش

 t   =ضخامت جداره در نقطه مورد نظر 

A  =سطح محصور توسط خط مرکزی 

 

      
 

 
  
 

 
   dxdy 

y 

M 

x 

N 
Ndy Mdx 

 

 

 

 

   
s 

nd curlF dr F  . . 
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 بحث و اثبات زاویه پیچشی عضوهای جدار نازك

    

پج:
 

At

T

2


 

G
xyGU

xy

xyxy
2

.
2

1

2

1
2

2


 Energy of otrain( ohear , tram)     

 


xydU

xy

xy

0

Energy of shear strain aqual to

 
 کرنشی _مساحت زیر منحنی تنش برشی

 :ثابت کنین کهباید 


t

ds

GA

TL

.4 2
 

 ..
2

1
)( TTWork of external forces:  




ii

ii

JG

L

2

2

=  )internal forces(Energy  

 در خصوص شفتهای جدار نازک با مقاطع دایره:

  mRشعاع متوسط  

 
0

32

R

Ri

dJ 

 

for thin walled members:  

   tRtRR mmm

32 222
2




   iii RRRRRRJ  00

22

0
2


 

dxdA
GJ

d
GJ

UdV
G

U

L

xy
..

2
.

22
0

2

22

2

222

 











 

A

T
q

2


ii RRtRR  00 ,
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 
GJ

L
dx

GJ
dxdA

GJ

LL

222

2

0

2
2

0

2

2 






   

 اث ات:

      

L

dxdst
G

dv
G

0

2

2 ....
2

1
..

2

1 
 

یعنی dxdstdv ..:  

 

  







 dst

Gdx

d
..

1
. 2


 

 :نون

 

L

LdxL
dx

d

0

,. 


    

 

 A =ای خارجی و داخ یطوه خط میانی بیت جداره  

 :اگر

ctet  

   آن گاه:
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Example : A compound shaft with applied torques and dimensions is shown 
below. Section AB is made of steel. Section BC is made of brass. Section CD is 
made of steel. For this shaft: 

A. Determine the maximum shear stress in each of the sections of the shaft. 
B. Determine the resultant angle of twist of a point on end D with respect to a 
point on end A. 
The modulus of rigidity for steel = 12 x 106 lb/in2. 
The modulus of rigidity for brass = 6 x 106 lb/in2. 

 

Part A:  
Section I: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = 600 ft-lb - TAB = 0; So TAB = 600 ft-lb 

Then AB = Tr / J = (600 ft-lb)(12 in/ft)(.5 in) /[3.1416 * (1 in)4 / 32] = 36,700 
psi 

Section II: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = 600 ft-lb - 2000 ft-lb + TBC = 0; So TBC = 1400 ft-lb 

Then BC = Tr / J = (1400 ft-lb)(12 in/ft)(1 in) /[3.1416 * (2 in)4 / 32] = 10,700 
psi 

 

Section III: 
 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = 600 ft-lb - 2000 ft-lb + 1000 ft-lb + TCD = 0; So TCD = 400 ft-lb 

Then CD = Tr / J = (400 ft-lb) (12 in/ft)(.375 in) /[3.1416 * (.75 in)4 / 32] = 
57,900 psi 
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Part B:  

Resultant angle of twist

AB = TL/JG = (600 ft-lb)(12 in./ft)(1 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * (1 in)4 / 
32)(12x106 lb/in2)] = .0733 radians (cw)

BC = TL/JG = (1,400 ft-lb)(12 in./ft)(2 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * (2 in)4 / 
32)(6x106 lb/in2)] = .0428 radians (ccw)

CD = TL/JG = (400 ft-lb)(12 in./ft)(1 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * (.75 in)4 / 
32)(12x106 lb/in2)] = .155 radians (ccw) 

Total = AB BC CD = .1245 radians (ccw) 
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Example :A compound shaft with applied torques and dimensions is shown 
below. Section AB is made of brass. Section BC is made of brass. Section CD is 
made of steel. For this shaft: 

 
A. Determine the maximum shear stress in each of the sections of the shaft. 
B. Determine the resultant angle of twist of a point on end D with respect to a 
point on end A. 
The modulus of rigidity for steel = 12 x 106 lb/sq. in. 
The modulus of rigidity for brass = 6 x 106 lb/sq. in. 

 

Part A:  
 Section I: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = 400 ft-lb - TAB = 0; So TAB = 400 ft-lb 

Then AB = Tr / J = (400 ft-lb)(12 in/ft)(.375in) /[3.1416 * (.75 in)4 / 32] = 
57,900 psi 

 

Section II: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = 400 ft-lb - 1,400 ft-lb + TBC = 0; So TBC = 1,000 ft-lb 

Then BC= Tr / J = (1,000 ft-lb)(12 in/ft)(.75 in) /[3.1416 * (1.5 in)4 / 32] = 
18,100 psi 
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Section III: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = 400 ft-lb - 1,400 ft-lb + 800 ft-lb + TCD = 0; So TCD = 200 ft-lb 

Then CD = Tr / J = (200 ft-lb) (12 in/ft)(.25 in) /[3.1416 * (.5 in)4 / 32] = 
97,800 psi 

 

Part B:  

Resultant angle of twist

AB = TL/JG = (400 ft-lb)(12 in./ft)(1 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * (.75 in)4 / 
32)(6x106 lb/in2)] = .309 radians (cw)

BC = TL/JG = (1,000 ft-lb)(12 in./ft)(2 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * (1.5 in)4 / 
32)(6x106 lb/in2)] = .0966 radians (ccw)

CD = TL/JG = (200 ft-lb)(12 in./ft)(1.5 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * (.5 in)4 / 
32)(12x106 lb/in2)] = .587 radians (ccw) 

Total = AB BC CD = .375 radians (ccw) 
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Example :A compound shaft is attached to a fixed wall as shown below. 
Section AB is made of brass. Sections BC and CD are made of steel. If the 
allowable shear stress for steel and brass are: 

 

 steel = 18,000 psi  brass = 12,000 psi 

 
A. Determine the maximum torques which could be applied at points D, C, & 

B (TD,TC, & TB) without exceeding the allowable shear stress in any section of 
the shaft. 

 
B. Using the torques found in part A, determine the resultant angle of twist of 
a point on end D with respect to a point on end A. 

 

The modulus of rigidity for steel = 12 x 106 lb/sq. in. 
The modulus of rigidity for brass = 6 x 106 lb/sq. in. 

 Part A:  
Section I: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = TCD - TD = 0; So TD = TCD 

Then: steel = TCD r / J 
18,000 lb/in2 = TCD(.375in) /[3.1416 * (.75 in)4 / 32] 
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Solving: TCD = TD = 1491 in-lb = 124 ft-lb  

 

Section II: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = TBC - TCD - 124 ft-lb = 0; So TC = (TBC - 124 ft-lb) 

Then steel = TBCr / J  
18,000 lb/in2 = TBC(.5in) /[3.1416 * (1 in)4 / 32] 
Solving: TBC = 3534 in-lb = 295 ft-lb 
TC = (295 ft-lb - 124 ft-lb) = 171 ft-lb 

  

Section III: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = -TAB + TB - 171 ft-lb - 124 ft-lb = 0; So TB = (TAB + 171 ft-lb + 
124 ft-lb) 

Then brass = TABr / J  
12,000 lb/in2 = TAB(1 in) /[3.1416 * (2 in)4 / 32] 
Solving: TAB = 18,850 in-lb = 1570 ft-lb. 
TB = (1570 ft-lb + 171 ft-lb + 124 ft-lb) = 1865 ft-lb 
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Part B:  

Resultant angle of twist

AB = TL/JG = (1,570 ft-lb)(12 in./ft)(1 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * (2 in)4 / 
32)(6x106 lb/in2)] = .024 radians (ccw)

BC = TL/JG = (245 ft-lb)(12 in./ft)(1 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * (1 in)4 / 
32)(12x106 lb/in2)] = .0361 radians (cw)

CD = TL/JG = (124 ft-lb)(12 in./ft)(1 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * (.75 in)4 / 
32)(12x106 lb/in2)] = .0479 radians (cw) 

Total = + AB BC CD = .06 radians (cw) 
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Example :A compound shaft with applied torques is shown below. Section AB 
is made of steel. Section BC is made of brass. Section CD is made of steel. A 
driving torque of 2000 ft-lb is applied as shown. Load torques of 600 ft-lbs, 
1000 ft-lb, and 400 ft-lbs are also shown. The shaft is rotating at 2400 
rev/minute. The allowable shear stress of steel is 20,000 lb/sq.in., and the 
allowable shear stress for brass in 18,000 lb/sq.in. For this shaft: 

 
A. Determine the horsepower being transfer through each shaft. 
B. Determine the minimum diameter for each shaft, such that it can safely 
carry the transmitted power. 

The modulus of rigidity for steel = 12 x 106 lb/sq. in. 
The modulus of rigidity for brass = 6 x 106 lb/sq. in. 

 

Part A:  
 Section I: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = 600 ft-lb - TAB = 0; So TAB = 600 ft-lb 

Then: HP = 2T / 550 ft-lb/s / hp = 2 (40 Rev/s )( 600 ft-lb) / 550 ft-lb/s / 
hp = 274 hp 

 

Section II: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = 600 ft-lb - 2000 ft-lb + TBC = 0; So TBC = 1400 ft-lb 

Then: HP = 2T / 550 ft-lb/s / hp = 2 (40 Rev/s)( 1,400 ft-lb) / 550 ft-lb/s / 
hp = 640 hp 
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Section III: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = 600 ft-lb - 2000 ft-lb + 1000 ft-lb + TCD = 0; So TCD = 400 ft-lb 

Then: HP = 2T / 550 ft-lb/s / hp = 2 (40 Rev/s)( 400 ft-lb) / 550 ft-lb/s / 
hp = 183 hp 

 

Part B:  
Section I: 

AB = Tr / J => 20,000 = (600 ft-lb)(12 in/ft)( d/2 ) /[3.1416 * (d)4 / 32] 
Solve for d3

AB = (600 ft-lb)(12 in/ft)( 1/2 ) /[(3.1416 / 32) (20,000 1b/in2)] = 
1.8335 in3 
so: dAB = 1.22 inches 

Section II: 

BC = Tr / J => 18,000 = (1,400 ft-lb)(12 in/ft)( d/2 ) /[3.1416 * (d)4 / 32] 
Solve for d3

BC = (1,400 ft-lb)(12 in/ft)( 1/2 ) /[(3.1416 / 32) (18,000 1b/in2)] = 
4.7534 in3 
so: dBC = 1.68 inches 

Section III: 

CD = Tr / J => 20,000 = (400 ft-lb)(12 in/ft)( d/2 ) /[3.1416 * (d)4 / 32] 
Solve for d3

CD = (400 ft-lb)(12 in/ft)( 1/2 ) /[(3.1416 / 32) (20,000 1b/in2)] = 
1.2223 in3 
so: dCD = 1.07 inches 
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Example :The diagram below represents two hollow brass shafts attached to a 
solid wall at end A. The torque acting at point B is 800 ft-lbs, and the torque 
acting at end C is 180 ft-lbs. For this shaft: 

 
A. Determine the maximum shear stress in each shaft. 
B. Determine the angle of twist of end C with respect to end A. 

The modulus of rigidity for steel = 12 x 106 lb/sq. in. 
The modulus of rigidity for brass = 6 x 106 lb/sq. in. 

The diameters of each shaft are as follows: 
outer diameter of AB = 2.5 in, inner diameter of AB = 2 in 
outer diameter of BC = 1 in , inner diameter of BC = .8 in 
 

 

  

Part A:  
Section I: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = TBC - 180 ft-lb = 0; So TBC = 180 ft-lb 

Then AB = Tr / J = (180 ft-lb)(12 in/ft)(.5 in) /[3.1416 * [(1 in)4 - (.8 in)4] / 32] 
= 18,600 psi 

 

Section II: 
From equilibrium condtions:  
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Sum of Torque = TAB - 800 ft-lb - 180 ft-lb = 0; So TAB = 980 ft-lb 

Then AB = Tr / J = (980 ft-lb)(12 in/ft)(1.25 in) /[3.1416 * [(2.5 in)4 - (2 in)4] / 
32] = 6,490 psi 

 

Part B:  

Resultant angle of twist

AB = TL/JG = (980 ft-lb)(12 in./ft)(3 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * [(2.5 in)4 - (2 in)4] 
/ 32)(6x106 lb/in2)] = .0312 radians (cw)

BC = TL/JG = (180 ft-lb)(12 in./ft)(2 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * [(1 in)4 - (.8 in)4] 
/ 32)(6x106 lb/in2)] = .0149 radians (cw)

Total = AB BC = .0461 radians (cw) 
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Example :The diagram below represents two hollow brass shafts attached to a 
solid wall at end A. The torque acting at point B is 600 ft-lbs, and the torque 
acting at end C is 200 ft-lbs. For this shaft: 

 
A. Determine the maximum shear stress in each shaft. 
B. Determine the angle of twist of end C with respect to end A. 

The modulus of rigidity for steel = 12 x 106 lb/sq. in. 
The modulus of rigidity for brass = 6 x 106 lb/sq. in. 

The diameters of each shaft are as follows: 
outer diameter of AB = 3.5 in, inner diameter of AB = 2.8 in  
outer diameter of BC = 2 in , inner diameter of BC = 1.6 in 

 

Part A:  
Section I: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = TBC - 200 ft-lb = 0; So TBC = 200 ft-lb 

Then AB = Tr / J = (200 ft-lb)(12 in/ft)(1 in) /[3.1416 * [(2 in)4 - (1.6 in)4] / 
32] = 2,600 psi 

 

Section II: 
From equilibrium condtions:  
Sum of Torque = TAB - 600 ft-lb - 200 ft-lb = 0; So TAB = 800 ft-lb 
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Then AB = Tr / J = (800 ft-lb)(12 in/ft)(1.75 in) /[3.1416 * [(3.5 in)4 - (2.8 in)4] 
/ 32] = 1,150 psi 

 

Part B:  

Resultant angle of twist

AB = TL/JG = (800 ft-lb)(12 in./ft)(2 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * [(3.5 in)4 - (2.8 
in)4] / 32)(6x106 lb/in2)] = .0044 radians (cw)

BC = TL/JG = (200 ft-lb)(12 in./ft)(3 ft)(12 in/ft)/[(3.1416 * [(2 in)4 - (1.6 in)4] 
/ 32)(6x106 lb/in2)] = .0155 radians (cw)

Total = AB BC = .0199 radians (cw) 
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Example: We have shown a compound shaft with 500 horsepower being 
applied at point B, and with power being taken off the shaft - 100 hp at point 
A, 240 hp at point C, and 160 hp at point D. Shaft AB has a diameter of 1", 
shaft BC had a diameter of 3", and shaft CD had a diameter of 2". If the shaft 
is rotating at 1200 rpm, determine the maximum shear stress in each section 
of the shaft.  

 

Solution: 
Step 1. We first determine the amount of horsepower being transmitted 
through each section of the compound shaft. In section AB, we can see that 
100 hp must being transmitted internally through the shaft from B to A. In 
section BC, with a little thought, we realize that the amount of power being 
transmitted through BC must be 400 hp - of which 240 hp is taken off at point 
C, and the remaining 160 hp. continues through shaft CD, and is taken off at 
point D.  

Step 2. Now that we know the horsepower in each section of the shaft, we 
use the horsepower equation to determine the amount of torque which is 
being applied to each shaft. 

 
Power hp = [2 pi T n / 550 ft-lb/s/hp] 

Solving for T = (Php 550 ft-lb/s/hp) / 2 n; then putting in the values, we 
have: 

TAB = 100hp (550 ft-lb/sec/hp)/[2 (3.1416)(1200/60 rev/s)] = 438 ft-lb. = 
5256 in-lb. 

TBC = 400hp (550 ft-lb/sec/hp)/[2 (3.1416)(1200/60 rev/s)] = 1752 ft-lb. = 
21024 in-lb. 

TCD = 160hp (550 ft-lb/sec/hp)/[2 (3.1416)(1200/60 rev/s)] = 701 ft-lb. = 
8412 in-lb. 

Step 3. Finally we use the shear stress formula, = T r / J, to find maximum 
shear stress in each section 

AB = 5256 in-lb * .5 in / [pi(1")4 / 32] = 26,770 lb/in2. 

BC = 21024 in-lb * 1.5 in / [pi(3")4 / 32] = 3966 lb/in2. 

CD = 8412 in-lb * 1 in / [pi(2")4 / 32] = 5355 lb/in2. 
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Example :A solid compound shaft with a driving torque of 1800 ft-lb. and load 
toque of 600 lf-lb., 800 ft-lb., and 400 ft-lb. is shown in Diagram 1. Section AB 
is made of steel. Section BC is made of brass. Section CD is made of steel. The 
shaft is rotating at 2400 rpm. The length and diameters of the shafts are 
shown in the Diagram 1. For this compound shaft : 

 

1. Determine the maximum shear stress in each of the sections of the 
shaft.  

2. Determine the horsepower being transmitted through each section of 
the shaft.  

3. Determine the resultant angle of twist of a point on end D with respect 
to a point on end A.  

 Modulus of Rigidity: Steel = 12 x 106 lb/in2.; Brass = 6 x 106 lb/in2.; Aluminum = 4 x 106 

lb/in2. 

Step 1. To solve, we first need to determine the internal torque in each 
section of the shaft. We cut the shaft a distance 0' < x < 1' from end A and 
draw a Free Body Diagram of the left end section of the shaft as shown in 
Diagram 2. Where we cut the shaft there is an internal torque, which in this 
case must be equal and opposite to the torque at end A for equilibrium. So for 
this shaft the value of the internal torque is equal to the value of the 
externally applied torque. 

 
TAB = 600 ft-lb. 

 

We now determine the internal torque in the next section of the shaft. We cut 
the shaft a distance 1' < x < 3' from end A and draw a Free Body Diagram of 
the left end section of the shaft as shown in Diagram 3. Where we cut the 
shaft there is an internal torque, and by mentally summing torque, we see 
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that in order to have rotational equilibrium we must have an internal torque 
in section BC of TBC = 1200 ft-lb. acting in the direction shown. 

 

We now determine the internal torque in the last section of the shaft. We cut 
the shaft a distance 3' < x < 4' from end A and draw a Free Body Diagram of 
the left end section of the shaft as shown in Diagram 4. Where we cut the 
shaft there is an internal torque. From the Free Body Diagram we see that in 
order to have rotational equilibrium we must have an internal torque in 
section CD of TCD = 400 ft-lb. acting in the direction shown. 

 

Step 2. Using the internal torque in each section (TAB = 600 ft-lb = 7,200 in-
lb., TBC = 1200 ft-lb. = 14,400 in-lb., TCD = 400 ft-lb. = 4,800 in-lb.), we 

now apply the torsion formula for the shear stress: = T r / J 

AB = 7,200 in-lb * .5 in / [pi(1")4 / 32] = 36,700 lb/in2. 

BC = 14,400 in-lb * 1 in / [pi(2")4 / 32] = 9,170 lb/in2. 

CD = 4,800 in-lb * .375 in / [pi(.75")4 / 32] = 58,000 lb/in2. 

Step 3. Again using the internal torque in each section, we determine the 
horsepower transmitted through each shaft section. 

PAB=2 piTn/(550 ft-lb/s/hp)=2*3.1416*600 ft-lb.*(40 rev/s) /(550 ft-
lb/s/hp)= 274 hp 

PBC=2 piTn/(550 ft-lb/s/hp)=2*3.1416*1200 ft-lb.*(40 rev/s) /(550 ft-
lb/s/hp)=548 hp 

PCD=2 piTn/(550 ft-lb/s/hp)=2*3.1416*400 ft-lb.*(40 rev/s) /(550 ft-
lb/s/hp)= 183 hp 

Step 4. Apply the Angle of Twist relationship to each section of the shaft. 

AB =T L/J G= (7,200 in-lb.* 12 in)/(.098 in4 * 12 x 106 lb/in2)=.073 radians 
= 4.18o. 

BC =T L/J G= (14,400 in-lb.* 24 in)/(1.57 in4 * 6 x 106 lb/in2)=.037 radians 
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= 2.12o. 

CD =T L/J G= (4,800 in-lb.* 12 in)/(.031 in4 * 12 x 106 lb/in2)=.155 radians 
= 8.88o. 

Then the total twist of end D with respect to end A will be: 

total = + 4.18 o - 2.12o - 8.88o = - 6.82o (clockwise); where our signs are 
taken from the direction of the internal torque in each section. In this 
example, AB - counter clockwise, BC - clockwise, and CD - clockwise, resulting 
in the (+, -, -) signs of the angles of twist. 
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بر شفت توخالی بره سرطح مقطرع نشران داده شرده اعمراه        T=90N.mگشتاوری به بورت : مثاه

 حسا  کنید. bو aشود. با برفنظر از تمرکز تنش، تنش برشی را در نقاطمی

 

 

 

 کنین : شکل مورد نظر را به دو شکل زیر تجزیه و مساحت آن را حسا  کرده و با  ن جمع می

  1A مساحت داخل خط وسط 

 

   
2mm1194959 

برای تعییت مساحت قسمت دوم طوه خط وسط  ر تکه آن را تعییت کررده و در ضرخامت مربوطره    

 کنین س ج مساحت قسمتهای مخت ف را جمع میکنین:ضر  می

      2

2 118313*5239*13 mmA  

 

 
MPamNaa 731.44731682

10*4*10*59.23772

90 2

36



 

  2 
2 59 . 2377 1183 59 . 1194 mm A A1 Q      

2 

2 
40 

4 

2 

1   
 

 
 
 

 
  

 
A 

  2 
4 

1 
طمتوس شعاع    

 

 
 
 

 
 
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 
MPabb 463.9

10*2*10*59.23772

90
36




 

ف رزی بره ضرخامت    یک عضو توخالی به سطح مقطع نشان داده شرده در شرکل از یرک ورق     : مثاه

mm5.1     ساخته شده است. مط وبست تعییت بزرگتریت گشتاور قابل اعماه بر آن بره طوریکره ترنش

 تجاوز نکند. MPa5.2برشی آن از 

 
2

1 25.8975.48*5.18 mmA  

   2

2 5555.1202050 mmA  

مساحت محصور با خط وسط  

 

 

 

 

 را  ندهداست مطابق شکل توسط نرخmm30دو شفت توپر فولادی که قطر  ر کدام از آنها  :مثاه

GpaGدانین که اند میبهن مربوط شده 80   مط وبست تعییت زاویه پریچش انتهرایA   برازای اعمراه

NmTگشتاور  200 

 

Nm T 10.8  

2 
2 1 25 . 1452 555 25 . 897 mm A A Q       

 








 36

6

10*5.1*10*25.52.142
10*5.2

2Qt

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 mNA .300
60

90
*200

60

90
*  

   
 radD

jG

L
02357.0

2*15.0*10*80

5.0*300

. 49






 

 

?,35.1
2

360
02357.0 0

0
0 














 A

rad

D 


 

     
 radBA 02829.0

2015.01080

9.0*200
49

 


 

 

شود، ناشی می DE را که از پیچش می ه AB لازم است گردش می ه A برای تعییت کل زاویه پیچش

 در نظر بگیرین خوا ین داشت: A بدست آورین. اگر مقدار زاویه گردش را

 B  025.2          
035.1

90*60*





D

DD




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 A000زاویه دوران کل 646.3025.26211.1  BBA = 

psiGی برای شفت توپر برنجی نشان داده شده مشخصه :مثاه 610*6  بادق است مط و  اسرت

 BC(قسمت b،)AB(قسمت aی تنش برشی ماکزیمن در )محاس ه

 

 

 

 inKipCBAB .95.35.12  

   

 
  4

3

2/75.12

275.110*9.
,.3


 


 ABAB

j

C
inKip 

 KsiPsiAB 5526.885526  

 
  

  KsiPsiBC 12658.958.9126
2/25.12

275.110*5.3
4

3




 

ی یدو شفت فولادی توسط دو فلانج بهن منط ق شده ) ن محرور شرده( سر ج توسرط پیچهرا      :مثاه 

اسرت بهمریت    یا کونکتر انتخا  شرده undersizedی پیچها زیر اندازهاند اندازهبهمدیگر کوپل شده

ی دلیل ق ل از اینکه  ر دو فلانج بطور یک ارنه بگردند یکی از آنها بره انردازه  
2

درجره نسر ت بره    1

است مط وبست تعییت مقدار تنش برشی ماگزیمن در 5/11G*610دانین کند میدیگری حرکت می

inKipT ر یک از شفتها در بورتی که گشتاوری معاده  .4 به فلانجCاعماه شود. 
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    4970.0
2

.25.1
4




CDj 

  2035.0
2

.
2

2.1
4












ABj 

inkipTشتاور گاینکه  زق ل ا .4 به شفتAB اثر کند شفتCD 0به اندازه

1 2/1خرورد  پیچ می

 شود نشان داده شده است زیر حسا  می1T(CDشود با )گشتاوری که برف ایت پیچش می

   radrad 008726.0
360

2
.

2

1
1 


 

 
   inLb

T
CD

CD
.22.831

4970.0*10*5.11

60*
008726.0 16

1
 

78.316822.8314000گشتاوری معاده Aی اکنون بعد از پیچش زاویه فت برف پیچش دو ش

CD وAB خوا د شد اگر ایت بار گشتاور اعمالی بهCD 2)(را با CDT : نشان د ین میتوان نوشت 

   

4970.0*10*5.11

60*

2035.0*10*5.11

40*
6

2

6

CDAB 



 

78.3168 CDAB
 

 با حل ایت دو معادله دو مجهولی نس ت به  ن خوا ین داشت : 

59.1205AB,        19632  CD 

CDCD  گشتاور کل اعمالی به شفت       inLbCDCD .41.279418.196322.83121   
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 inKip
j

C

AB

ABAB
AB .554.3

2035.0

60.0*59.1205*



 

 
 inKip

j

C

CD

CDCD
CD .91.4216

4970.0

22.1*41.2794*



 

 inKipCD .216.4 

 

BAبرای مجموعه نشان داده شده، اگر    :مثاه rr 2  و زاویه نرخش انتهایE    میرل گرردانBE  را

 شود، معیت کنید.وارد می Eبر نقطه  Tوقتی که گشتاور پیچشی 

 

  :E?حل

BEBE   
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JG

LT

JG

LEBEB
BE

.

.

.

.



 

A

B

A
BBBAA

r

r
rr  ...  

AB  2 

 ثابت است: Dحسا  شود با توجه به ایت که انتهای  حاه بایستی 

 2.
B

A
AD

r

r
    ,

.2

.

JG

LADAD
A


 

 :پج

JG

L
A

.

2
 

GJ

L

JG

L
AB

.4

.

2
*22





  

GJ

L

GJ

L

JG

L
BBEE

.5

.
*4








  

 

  2inبقطرر   ABساخته شده و مطابق شکل بره شرفت     2/75inای به قطر از می ه CDشفت  :مثاه

باشرد مط وبسرت    8000Psiمربوط شده است اگر مقدار تنش مجاز برای  ر کدام از شرفتها معراده   

توان اعماه کرد. ال ته فقط تنشرهای ناشری از پریچش را در نظرر     که می Tتعییت بزرگتریت گشتاوری 

 بگیرید.
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    2.2/75.2

2/75.2*

2.

*
8000

44


 CD

CD

CDCD
all

C

C
Psi





 

CDmNCDگشتاور قابل اعماه بر شفت   .65.32667. 

ایجراد شرده اسرت. بررای تعییریت       CDفت در شر  (AB)گشتاور فوق بعد از تقویت گشتاور شفت 

 کنین.، به ترتیب زیر عمل میABگشتاور شفت 

 

mNAB

ABAB

CD .21.10889
75.1

25.565.32667








 

و بررای اینکره از   کمتر و یا مسراوی آن باشرد.    AB لازم است ایت گشتاور از گشتاور تحم ی شفت

 را حسا  کنین. (AB)وجود ایت شرایط مطمئت شوین لازم است، گشتاور مجاز شفت 

 

 
 mN

allAB .37.12566
2/2

2.2/28000
4




 

نون  AB  10.889مجاز ازN.m .بیشتر است، بنابرایت شرایط فوقالوکر موجود است 
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کند. مقدار اثر می ABبر شفت  T=900Nmای نشان داده شده، گشتاور در سیستن نرخ دنده :مثاه

 AB ،(b)شرفت   (a)فرض شود. مط وبست تعییت قطر لازم برای  MPa80تنش برشی مجاز معاده 

 EFشفت  CD ‘(c)شفت 

 

 

 

 
     mABAB

AB

AB

AB C
C

C

J

C
019274.0

2

900
1080

4

6 









 

 است. ABنمایانگر شعاع شفت  ABCدر ایت معادله 

       mmmABAB Cd 55.3803855.0019274.022  

mN
Nm

CD

CCD

A .2250
75

30900

75

30








 

     mCD

CDCD

CDCD
CD C

CC

C
02616.0

2.

12250

2.
34










 

    mmmmCDCD Cd 3.5216.2622  
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 :(C)قسمت 

mNEF

EF

CD .6750
90

302250








 

       mmEF

EFEF

EF
EF C

CC
73.371080

2.

6750

2.

6

33






 

  mmEFd 46.7573.372  

 

کنرد برا اسرتفاده از    یک شفت توپر فولادی مطابق شرکل سره عردد پرولی را بهرن مربروط مری        :مثاه

PsiG 610*11ی پیچش پولی مط وبست تعییت زاویهA( نس ت بهa پولی)B(،b پولی)C 

 

 

 

   rad
GJ

L in

AB

ABAB
AB 0728.0

10112396.0

124104.
6

3










 

 

0
0

0 17.4
2

360
0728.0 

rad

AB


 
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inKipBC .6104 ,    
GJ

L

AB

ABAB
BC






.
 

497.0
2

.
2

5.1
4












BCJ 

   rad
in

BC 0395.0
1011497.0

123106
6

3





 

 
 

00 26.2
2

360
0395.0 

rad

BC





 

   
 91.126.217.40  BCABBC  

 

 برررای محررور قطررری معرراده 3_12نظررر در مسررئ ه یکرری از طرحهررای مقرردماتی سیسررتن مررورد  _4

mmds 60 دانین که کل سیسرتن از فرولاد سراخته شرده اسرت.      کند میرا الزام می GPaG 80 

 mKN.2 در اثر اعماه گشتاور A مط وبست محاس ه زاویه پیچش انتهای
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برای تعییت زاویه پیچش انتهای می ه لازم است زوایای پیچش می ه و بوش را جداگانه حسرا  کررده   

 با  ن جمع کنین، بنابرایت خوا ین داشت: وس ج

1 زاویه پیچش می ه    
     rad

Gj

L
005894.0

030.021080

300.0200
49









 

 21 ,3377.0   زاویه پیچش بوش 

 
     

  1490.000260.0
034.04040.021080

200.02000
49





 rad


 

 4867.01490.003377.021  A 

 

سه شفت توپر بقطر :  مثاه
4

دانرین  انرد مری   ا به  ن مربوط شدهاینچ مطابق شکل توسط نرخدنده 3

PsiG 61011  است. مط وبست تعییت(a)   زاویه پیچش انتهای مربوط به شرفتAB (b)  زاویره

 .EFبه شفت مربوط  Eپیچش انتهای 
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 Cمربروط بره نرخدنرده     CDی اوه موجب پریچش شرفت   در د  ه Fو  B ای گشتاور نرخدنده

کنین و برای ایت کار گشرتاور اعمراه شرده برر     را تعییت می CDشود لوا ق لا مقدار گردش شفت می

 کنین.را به ترتیب زیر حسا  می Cنرخ دنده 

     rFrCEFrBrcABCD 

    mNCD .10002/62005.1/6100  

   
  036.61053.0

8321011

1231000
26





 radCD


 
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بره انردازه و نرخدنرده بره انردازه       B پیچش میخورد،  مرراه برا آن نرخدنرده    CD موقعیکه شفت

  CDrFrC رای گردند. بنابر ایت در موقع محاس ه مقدار گرردش کرل شرفت   می  A و EF   زوایرای

 موکور را به زاویه پیچش خود ایت شفتها اضافه خوا ین کرد:

   
  8048.0014047.0

8321011

124100
46





 radAB


 

  کل گردش شفت     95.24036.65.1/68048.0 AB  

   
  609.1028095.0

8321011

124200
46





 radEF


 

EF  کل گردش شفت    717.19036.62/6609.1 =  

 

برا  رن برابرر باشرند.  مچنریت       CDو  ABسیستن نشان داده شده لازم است که قطرر شرفتهای    _6

MPa60maxلازمست   بوده و زاویه پیچش انتهایD  مربوط به شفتCD   ن ایرد از5/1   تجراوز

توان کند. فقط تنشهای حابل از پیچش رزا در نظر بگیرید و کونکتریت قطری را که برای شفت می

MPaGانتخا  کرد تعییت کنید.  80 .فرض شود 
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5.1
20

50
5.1  ABCDCDCD   

 میتوان نوشت: JGTLبا استفاده از فرموه 

(1)    


2
360

5.1

40

100

1082.

4.0

1082.

6.01000
9494










CC

AB 

mNAB
AB

CD

AB .2500
40

100

100040

100








 

 ( میتوان نوشت:1در معادله ) ABبا جایگواری مقدار 

   
026178.0

10802/

4.02500

20

50

10802/

6.01000
9494











CC 
 

 خوا ین داشت: (C) با حل معادله فوق بر حسب شعاع شفت

mmmC 156.31031156.0  

 

 

psiGرا از الومینیوم یسازین با دانستت BCی توپر می خوا ین می ه: مثاه 610*4  تعییت کنید قطرر

lbPمی ه را بطوریکه بازای  100ی مقدار حرکت نقطهA اینچ و  مچنیت مقدار  1مساوی یا کمتر از

 .باشد ksi10تنش برشی ماگزیمن مساوی یا کمتر 
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radaاز یک ایرنچ ایرت اسرت کره      Aی معنی کونک یا مساوی بودن حرکت نقطه 5/1   باشرد

 توان نوشت : بنابرایت می

 J
G

TL

GJ

TL
a

15

15

1
 

  541444.0
104

1
241001515

2
.

6

4 


 CC


 

  082888.1541444.022  Cd 

مقدار تنش برشری مراکزیمن )  541444.0Cئ ه بادق باشد لازمست به ازای برای اینکه شرایط مس

 max
 باشد لوا : ksi10کمتر یا مساوی 

 
Psi

J

TC 3

4max 1010
2.541444.0

541444.010015








 

100006016max                

 پج شرط فوق بادق است.         

 

 Cو  Aگا های بر ب در نقراط   و به تکیه‘ Bدو شفت فولادی به دو ف ج کوپل شده در نقطه  :مثاه

در شرفت   (a)اند. بازای گشتاور نشان داده شده در شکل، مقدار تنش برشری مراکزیمن را   متصل شده

AB  (b) و در شفتBC      پیدا کنید. لازم به ذکرر اسرت کره شرفتAB     توخرالی بروده و قطر رای

 می یمتر می اشند. 41و  61خارجی و داخ ی آن به ترتیب 
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ABBCABBCBCAB  44 

     644
10021.1

2
02.003.0 


ABJ 

  74
1013.6

2
025.0 


BcJ 

  










GJ

L

GJ

L

AB

BCAB

AB

ABAB
BCAB  

ABBC  4,  
GG

BCAB









 76 1013.6

5.0

10021.1

25.0
 

mKNAB مجهولیبا حل ایت دو معادله دو  .076.3 و mKNBC .924.0 آیند.بدست می 

 

شود. با اسرتفاده از انتگرالگیرری   اعماه می ABمطابق شکل بر شفت توپر مخروطی  Tگشتاور  :مثاه

 بصورت زیر است. Aثابت کنید که زاویه پیچش در نقطه 
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412

7

Gc

TL
A


  

 گیرین. شعاع ایت المان ع ارتست از:المان کونکی مانند را در روی مخروط در نظر می

  4
2

XLCCG

Tdx
d

GJ

TL






  ,
2

X
l

C
CX

l

CC
Cr 


 

   



4

0

2

xLCC

dx

G

T
d

L

a


 

 
C

Ldu
dxdxLCdux

L

C
Cu  

 





















  0

1

3

12

4..

2
3

0

L

LxCCCG

TL

u

du

CG

TL
L

a


 

4

3

3

3

..12

71

2

1

..3

2

CG

TL

CCCG

TL
A


 































 

 

 Dبره نقطره    Aاسب بخار از نقطه  3تسمه نشان داده شده برای انتقاه  _دیسک_سیستن شفت  :مثاه

سرعت لازم برای انتقاه شفت  9500Psiبا استفاده از تنش مجاز  (a)مورد استفاده قرار گرفته است.
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AB).را تعیییت کنید(b)  قسمتa  با توجه به اینکه قطر شفتهایAB  وCD  به ترتیب
4

و  3
8

اینچ  5

 است حل کنید.

 

 

 

slbinhPP /.19800660033  

    
 

 lbin
C

J

MAX

.093.786
9500243

2432
4
















 

 
1004508499.4

093.7862

19800

2
.2  S

F

P
JfP


 

 د ین:نشان می Uسرعت دورانی را با حرف 

   mPrUCD ..27051.24060004508499.4 دور بر دقیقه 

 mPrU
Ur

r

U

U
AB

ABC

B

AB

CD ..961
5.4

125.1004508499.4
 

 د ین.:نشان می ABUرا توسط   AB. درایت قسمت سرعت شفت :(b)حل قسمت 
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    
 

 

 
1

4

91977.6
400546.4552

19800

2
2,.400546.455

9500285

2852

















Sf

T

P
fFPlbin

C

J

MAX










 

 

 mPrU
UU

U
AB

ABAB

CD ..7448.166
5.4

125.1189.415

5.4

125.1









 

 

 دور بر دقیقره منتقرل کنرد. میردانین     361کی ووات را تحت سرعت  151یک شفت فولادی باید  _11

MPaG 80 است. ایت شفت توپر را طوری طراحی کنید که تنش ماکزیمن آن از MPa50  و زاویه

 تجاوز نکند. 3 متر از طولش از 5/2پیچش آن به ازای 

(1)   3

2

1
C

C

J

MAX







 

 
 mN

f

P
T .873.3978

62

10150

2

3







 

 ( میتوان نوشت:1با استفاده از معادله )

       mmCdmCC m

MAX

74037.022,037.0
1050

873.3978

2

1
6

3 








 

 برای اینکه جوا  فوق برای مسئاله قابل ق وه باشد لازم است در نامعادله زیر بدق کند:






360

2
33




JG

TL
 

 شود که جوا  بدست آمده قابل ق وه است:جایگواری مقادیر مع وم در فرموه ملاحظه میبا 

 
05235.00422.005235.0

108007.0

5.2873.3978
94






 
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 Bending Stresses: خمشی یهاخمش تیرها یا تنش

 نیرو ای موجود در مقطع -

 تعریف تیر منشوری:   

 تیری است که مقطع آن در طوه د انه ثابت باشد.

شود. و بررسی از تح یل یک تیر منشوری که تحت تاثیر خمشی خالص قرار گرفته است و آغاز می 

شود. ال ته تیری که در دو انتها تحت تاثیر لنگر رای خمشری   گیری میبقیه حالات آن ایت مورد نتیجه

) اسرت گویند که تحت تاثیر خمشی خرالص  مث ت مساوی و مخت ف العلامه قرار گرفته باشند تیر می

 . (4-1شکل 

 

 

 . تیر منشوری تحت تاثیر لنگر ای خمشی مث ت مساوی و مخت ف العلامه4-1شکل 

 

 پایداری ارتجاعی: 

شوند از نظر تغییر شکل پایدار در محدوده الاستیک  ستند یعنی تیر ایی که در ایت مقوله بررسی می

 در روی آنها روی نخوا د داد که ایت کار توسط  Bucklingنشی ماو  یچ گونه تغییر شکل و ک

 مشخصات مقطع  _1
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 جنج مصالح تیر _2

 شرایط بارگواری  _3 

 تواند بصورت ترکی ی از ایت سه تامیت شود.می

 

 اساسی هندسی یا فرضیه مهندسی خمش  فرض 

 نرا؟ 

 ا از نظر ایستایی نامعیت است و با استفاده از یک سری فرضریات معریت   نون موضوع بررسی تنش 

 شوند. می

 :مشخصات تیر مورد مطالعه ع ارت است از 

 Vartical Axis of Symmetry :1                      مقطع تیر دارای یک محور تقارن قائن است

     Beam Axis _2                             مقاطع مخت ف تیر (ر مراکز  ندسی ر بام محور تیر ) خط

 Pure Bending _3                        دو لنگر خمشی مساوی و مخت ف العلامه در دو انتهای تیر

 finite element _4                                                              ش که المانهای محدود تیر

 

 بعد از اعمال خمشی  

رت منحنری درمیيینرد و   نرخند و برفحات افقری بره برو    بفحاتی که عمود بر محور تیر بودند می

 محتمل مستقین باقی بمانند. خطوط مستقین

در سراه  متوفی فرض اساسی  ندسه در فرضیه خمشی که توسط ریاضیدان سوئیسی جاکو  برنولی 

 ارائه شده است 1836ر متوفی یو مهندسی فرانسوی ناو 1715
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ماننرد. ایرت فررض    ای باقی مری ای عمود بر محور تیر، پج از خمشی به بورت بفحهمقاطع بفحه

 خصوبا در حالاتی که ارتفاع آن تیر نس ت به طوه تیر کونک باشد دارای دقت بیشتری است.

 

 

 . فرض اساسی  ندسه در فرضیه خمشی4-2شکل 
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 توان گفت که:شده میبا توجه به ترسین فرضیات انجام 

کند نون جزء مزبور به که در روی سطحی نظیر قرار دارند تغییر نمی (Fibers) طوه تار ایی از تیر

و کرنش به طور پیوسته در تمام طوه و پهنا   از تنش عاریبورت دلخواه انتخا  شده است تار ای 

تیرر     (Neutral surface) خنثیای قرار دارند که سطح تیر وجود دارند. ایت تار ا در روی بفحه

 Neutral) فصل مشترک ایت بفحه با یک مقطع عرضی قائن بر تیر محور خنثی تیر شود.نامیده می

Axis) که از  ر دو ابطلاح برای نشان دادن محل تنش یا کرنش بفر در یک عضو  شود.نامیده می

 شود.تحت خمشی استفاده می

گیرین. مقدار افرزایش طروه   از سطح خنثی تیر در نظر می y- به فاب ه 4-2تار دلخواه را مطابق شکل

 پج کرنش خطی حابل مطابق تعریف به قرار زیر است: u ایت طوه ضمت خمش برابر است با:

 
x

u
x




 

DC مطابق فرض اساسی:   نیز باید به بورت خط باقی بماند بنابر ایت نونu   در داخل یکری از

CbC  ایمث ث  ه یاDbD  گیرد بنابر ایت تغییرات آن در ارتفاع تیر خطری اسرت و نرون    قرار می

X یعنی طوه اولیه جزءABCD  شود. بنابر ایت فرض اساسی به شکل زیر بیان میثابت است 

در یک تیر تحت خمشی تغییرات کرنشی موجود در تار ای موازی، برا برفحه خنثری، بره برورت      

رنشی تار ای فوق مناسب با فاب ه آنها از محرور خنثری   باشد. و یا به ع ارت دیگر مقدار کخطی می

 :    باشد. یا بیان ریاضی آن به بورت زیر است.می

             byx         

که در آن: 
x  کرنشی خطی 

             y  فاب ه از سطح خنثی 
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             b  ضریب ثابت 

 بخش پیچش بود: یعنی:که عیت ع ارت به کار رفته برای کرنشی حابل از پیچش در 

 کنند. ا به بورت خطی از سطح خنثج تغییر میدر یک تیر تحت خمشی، کرنش

کرنشهای خطی نشان داده شده در شکل  مراه با تنشهایی  ستند که عمود بر سرطح مقطرع تیرر         

نظرر   کنند. در ادامه بخش تیر ای مستقین ارتجاعی که مقطع آنها دارای محور تقارن است درعمل می

ای که از محرور تقرارن و   شود که لنگر ای خمشی وارده، در بفحهشود  مچنیت فرض میگرفته می

 کنند.گورد قرار دارند . معمولا محور تقارن مقطع را قائن فرض میمحور تیر می

 

 رابطه خمشی ارتجاعی

  ر گاه تنها تنش غیر بفر موجود در مقطع
x از   باشد ) ناشیx   که توضیح داده شد و  یچگونه

   توان نوشت: تنش برشی دیگری وجود نداشته باشد( ط ق قانون  وک می

  xEX  . 

یعنی تنش قائن 
x شود، باید به بورت خطی از تار خنثری اثرر کنرد یرا     که در اثر خمشی ایجاد می

باشرد یرا بره بیران     تغییر کند. به ع ارت دیگر تنش  ر نقطه متناسب با فاب ه آن نقطه از تار خنثی می

 ریاضی:

yBX . 

BybyxEX  .. 

bEB . 
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میتواند مقادیر منفی یا مث ت به خود بگیرد ) بسته به ایت در بالا یا پاییت محور یرا سرطح    yکه متغیر  

را به لنگر خمشی مررت ط و مروثر و مشخصرات مقطرع تیرر       Bخنثی قرار گرفته باشد.(  ر گاه ثابت 

 حابل خوا د شد. (Elastic flexure formula)ت دیل کنین، رابطه خمشی ارتجاعی تیر 

 

 

 . قطعه ای از تیر ارتجاعی در خمش4-3شکل 

 

شرود و شررایط تعراده آن را بره     در نظر گرفته می 4-3مطابق شکل  در مقطع dAمانند  جزء سطحی

 نشینین.بررسی می

0 dA
A

x              0



Fx 

 ع ارت است از نیروی بینهایت کونک. dAx که

0.   AA
ydABdABy 

bEB . تواند بفر باشد بنابر ایت:     نمی 

                                                  0A ydA 

    با استفاده از تعریف مرکز  ندسی:
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                    AyydA
A

. 

 باشد.پج از محور م نا یا محور خنثی می A فاب ه مرکز  ندسی سطح y که در آن

  0. Ay 

از محور خنثی باید مساوی بفر باشد یعنی فاب ه مرکز  ندسی سطح مقطع  y بفر نیست A نون

باید بفر باشد. یا محور خنثی باید از مرکز  ندسی سطح مقطع تیر ع ور کند. یعنی محور خنثی  رر  

آید. حاه شرط دوم تعاده را بررسری  تیر به سهولت با تعییت مرکز  ندسی سطح مقطع تیر بدست می

 کنین.می

                    0 ZM 

 پج

  0.   ydAM
A

x 

 که در ان Axd جزء یا نیروی موثر بر جزء سطح dA و y      فاب ه نقطه اثر ایت جرزء یرا نیررو ترا

کنین که برآیند لنگر جرزء نیرو را در   باشد نون جهت تنشها مجهوه است، فرض میمحور خنثی می

 جهت مث ت فرض عمل کند. پج: 

𝑀 = −𝐵𝑦2𝑑𝐴 

 

 (Moment of Inertia) ی:مانده ممان اینرسیا لنگر 

𝐼 = 𝑦2𝑑𝐴 

 xy خمشی که بر بفحه Z شود ) یعنی از محورگیری می از آنجائی که از محور مرکزی افقی اندازه

 شود.، لنگر مانده نس ت به آن محور نامیده می I نیز عمود است.( کمیت فوق یعنی

 پج:    
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                                                            BIM  

 یا

I

M
B  

I

My

I

M

y
x

x  


 

تاریخچه حصوه ایت رابطه نس تا ساده حاکی از آن است که بره دسرت آمردن تقری را دو قررن طروه       

کشیده، اولیت سعی در قرن  فد ن توسط گالی ه بوده که به بورت امروزی در اوایرل قررن نروزد ن    

را برا   maxy د رد. اگرر  ای دیگر آن را به کولحب نس ت مری عده را به ناویر وآن ای عدهحل شد. که 

 ا بر عهده مفا ین ضمنی مساله باشد د ین و تشخیص فشاری یا کششی بودن تنشنمایش  C حرف

     آن گاه:

                       
I

Mc
max 

سرتایی لنگرر خمشری    که معاده ای (Couple)  ای قائن باید تولید یک زوج نیرویی بکنندیعنی: تنش

بنرابر ایرت    باشد.بیانگر لنگر خمشی داخ ی یا مقاوم مقطع می Mکه در رابطه اخیر  مقاوم مقطع باشد.

 تنشی خمشی است به قرار زیر است: ا در تیری که تنها تحت تاثیر شکل ماتریسی تنش

















000

000

00x

 

  ای جان ی ایجاد شده توسطکرنشی
x )به قرار زیرند: ) اثر پواسون 

 I 

Mc 

E E 
x 

x y Z . 
  

           
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کند. در حالت سطح خنثی بره یرک   اثر پواسون محور خمشی را به یک خن، با شعاع بزرگ ت دیل می

 شود. بنابر ایت مفا ین اساسی مورد استفاده به قرار زیر است:رویه با دو انحناء  مخالف ت دیل می

 باشد.بر پایه فرض اساسی  ندسی، تغییرات کرنشی از محور خنثی، خطی می _1 

 شود.برای ارت اط دادن تنش و کرنش از خواص مکانیکی مصالح استفاده می _2

 .شودمی ای داخ ی، از شرایط تعاده استفاده برای تعییت محور خنثی از تنش _3

 ای واقعی  ستند که با عنایرت بره   د تغییر شکلشودیده می 4_4 ایی که در شکل یعنی تغییر شکل

 اند.تر شدهفرضیات اساسی انجام شده تغییر شک ها نیز به ت ع آنها ساده

 

 .خن برداشتت تیر در اثر خمش4-4شکل
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 Elastic Setion Modulusاساس مقطع ارتجاعی:   

کردن اساس مقطع باید بیشتر سرطح  باشد. برای زیاد بیانگر کارایی مقطع در مقاب ه با لنگر خمشی می

  ای دوری از محور خنثی قرار د ین.مقطع را تا حد امکان در فاب ه

C

I
S  

 پج

 3

max: m
S

M
 

گردند بعرد از  شوند و به بورت جداوه منتشر میمقادیر برای مقاطع مورد شده محاس ه می -3

  توان تیر مناسب را ال تره برا احتسرا   مجاز می  گرفتت رتعییت شدن لنگر خمشی و در نظ

 نیرو ای برشی بعدا از جداوه مربوطه استخراج نمود.

 

 تمرکز تنش: 

 ای موضعی در بورت وجود تغییر ناگهانی در سطح مقطع تیر مانند: وجود سوراخ، شیار، زخن تنش

آید اغ ب اطلاعات موجود در ایت خصوص ) در ارت اط با موضوع تح یل تنشی ( بزرگی به وجود می

دسری  اند. در ایت گونه موارد فقرط مشخصرات  ن  بر پایه آزمایشات دقیق فتوالاستیسیته به دست آمده

عضو در روی توضیع تنشی موضعی تاثیر دارد که اغ ب نتایج آزمایشات به بورت گراف یا جرداوه  

باشند و از ایده ضریب تمرکز تنشی در ایت مسائل برای پیدا کردن ضریب و مهندسی در دسترس می



142 

 

 ضرریب تمرکرز ترنش بررای تسرمه شریار دار و       4-5شکل  کنین.به ت ع آن تنش ماکزیمن استفاده می

 ما یچه دار را توضیح می د د.

 

 

 

 ضریب تمرکز تنش برای تسمه شیار دار و ما یچه دار در خمش 4-5شکل  .

                                        
 حداکثر  تنش  موجود 

   تنش  حداکثر  اسمی  در حداقل مقطع  
 =   ضریب تمرکز تنش در خمش 

 

 یا به زبان ریاضی:

   









I

Mc
Kmax 

 

4.03.0یک تیر طرح نوبی به سطح مقطع  : مثاه   کی و نیوتت بر متر نیروی رو به  75.0متر و وزن

 رای  کند. مط رو  اسرت تعیریت حرداکثر ترنش     کی ونیوتت را در انتهای آزاد خود حمل می 21بالای 

 متر از انتهای آزاد. 2خمشی در مقطعی به فاب ه 
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 4-6شکل 

  

KN5.18           mKNM .5.38 

69
3

106.1
12

400300

12
mm

bh
I 


 

2

9

6

max 81.4
106.1

200105.38
mmN

I

Mc







 

 

 تیرهای مرکب:

 ای نوبی که توسط تسمه اند. مانند تیرکه از دو یا نند ماده مخت ف ساخته شده  ستندتیر ایی      

 یا مس ح کردن تیر ای بتونی توسط میل گردان فولادی  (Reinforced) شوند،ح میفولادی مس 

در و تیر ای مورد مطالعه محور تقرارن قرائن   باشد توضیح: تح یل ایت تیر ا در محدوده ارتجاعی می

 در حالت الف( 4-7شکل . در تیر دارندمقطعشان 



144 

 

 

 . تیری مرکب از دو ماده4-7شکل 

 

 1Eضریب ارتجاعی ماده خارجی تیر = 

 2Eضریب ارتجاعی ماده میانی تیر = 

ای عمود بر محرور   ای اساسی تغییر شکل به قوت خود باقی  ستند ) یعنی مقاطع بفحهفرض     

مانند ( یعنی کرنش بایرد بره برورت خطری از محرور      تیر، پج از خمشی به بورت بفحه باقی می

 خنثی تغییر کند. 
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بررسی  0Mx  ای خنثی و از معادلهبررسی تعییت محل 0Fx  ای گوشته ازدر تح یل     

لنگر مقاوم استفاده کردین. در استفاده از ایت معادلات تنها مقدار و محل بحیح نیرو ای مقراوم ) نره   

 باشند. ا( مهن میتنش

ای فرضری بسرازین کره نیرو رای     در تح یل تیر ای مرکب سعی بر ایت است که یک مقطع تک ماده

 عی سطح مقطع معراده، یرا بتردیل یافتره    مقاوم آن مشابه نیرو ای مقاوم مقطع اب ی باشد. ننیت مقط

(Equivalent or transformed Cross Section Area) تروان از روابرط   بعد از ایت ت دیل می

 معموه خمشی استفاده کرد.

ضرریب ارتجراعی دو مراده    ت دیل یک مقطع با تغییر اندازه ابعاد موازی، محور خنثی مقطع نس ت به 

ر در شکل ق ل اگر مقطع معاده بر حسب ماده شماره یک خواسرته  گیرد. به عنوان مثاه اگبورت می

(، بره نسر ت   2 ای افقری مصرالح )  کند. لیکت اندازهتغییر نمی 1 ای مربوط به مقطع شده باشد اندازه

1

2




nای مربوط بخوا ین، اندازه 2کند. )ت( بالعکج اگر مقطع معاده بر حسب ماده تغییر پیدا می 

  ای افقی ماده دیگر به نس تنکرده لیکت اندازهبه ایت ماده  یچ تغییری 
2

1




n کند. غییر پیدا میت (

.1 ضریب ارتجاعی مقطع معاده مط و  در مخرج است.( بدیهی است که 21 nn 

 کنین.برای اث ات نیرو ای موثر بر مقطع اولیه و مقطع معاده را بررسی می

 نیروی ناشی از کرنشی
x سطح بر روی جزء dzdy :از مقطع اولیه برابر است با 

dzdyx .. 1 

 :سطح معاده ایت جزء سطح در مقطع ت دیل یافته برابر است با

 dzdyn ..1 
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 :و نیروی موثر بر ایت جزء سطح برابر است با 

dzdynx .... 12 

 نون
2

1




n بنابر ایت دو نیروی موثر بر  ر دو جزء سطح یکسان است.  

کنرد.  برورت خطری تغییرر مری      ا از تار خمشی بره  ا و کرنشو یک تیر با مقطع ت دیل یافته، تنش

ای کره  شوند. بررای مراده   ایی که در مقطع ت دیل یافته با استفاده از روشهای معموه حسا  میتنش

 ای واقعی در ماده دیگر از ضرر    ای واقعی  ستند، تنشتمام مقطع از جنج آن فرض شده، تنش

 ر یا برابر شده است.آید. زیرا سطح ماده مزبو ای مقطع معده در نسب یا بدست میتنش

 

 ای زیر مط رو  اسرت بزرگترریت    با نوار ای فولادی تقویت شده با استفاده از دادهتیر نوبی  :مثاه

 گشتاور خمشی مجاز برای وقتی که عضو حوه محور افقی خن شده.

 

 

 4-8شکل
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 GPawood 13            GPast 200 

MPa
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stall 165 
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
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n

w
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48104563.8 mm 

mmyA 125 

 

mN
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mmMPa
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L
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B .181.67
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4.15

135 48





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

 




 

 

 مسلح رهای بتنیت

 در ایت تیر ا ابتدا موقعیت محور خنثی باید مشخص شود. بدیت منظور:   

 گشتاور سطح پاییت محور خنثی= گشتاور سطح بالای محور خنثی

 کنین.نس ت به محور خنثی تعییت می را Iبا در نظر گرفتت قضیه محور ای موازیس ج 

 

 . تیر ای بتنی مس ح4-9شکل 

  m KN 
m 

mm 
MPa 

y 
M 

A 
. 81 

125 . 0 

10 45 . 8 
12  

4 5 
 

 
   

 

 
  
 

  
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               
 

 
 
 

 
    

2 3 3 
130 10 1925 10 1925 
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1 
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 با استفاده از روابط مقادیر تنش در بتت و فولاد به قرار زیر است.

 
I

Mc
c
max 

 
I

Mc
n

s
max

 

و توضیحات ارایه شده: 4-9با توجه به شکل 
 

     KdKdKd  500184652250 

292500,208  KdKd 

  
    92

23

1032.2292184650
2

208
208250

12

208250









 

  2

9

6

max
2.6

1032.2

208102.69
mmN

I

MC
c 




 

 
    

 
2

9

6

131
1032.2

292102.6915
mmN

I

MC
ns  

باشرد. اگرر   می200GPaو از آن فولاد 25GPaدر تیر بتنی نشان داده شده مدوه کشسانی بتت : مثاه

باشد مط و  است: الف( مساحت فولاد تقویت  140MPaو از آن فولاد12.5MPaتنش مجاز بتت 

 توان وارد کرد.کننده.  ( بزرگتریت گشتاور خمشی که بر تیر می
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 4-11شکل 
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   5.187x 

24103393.1 mmnAs  

 

      49243
103623.15.262103393.15.187200

3

1
mm 

  KNm
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I
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0103623.1
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
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
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 (Curved Beams)تیرهای خمیده یا منحنی: 

 تح یل ارتجاعی تیر ایی که دارای یک محور تقارن قائن در مقطع در امتداد طوه تیر

 

 

 .تیر ای منحنی تحت خمش خالص4-11شکل 

 

بستگی به  ghفرض اساسی:  مانند تیر ای مستقین و قانون  وک بادق است. طوه اولیه تاری نظیر 

از مرکز انحنا دارد. بنابر ایت تغییر شکل کل تار ای تیر  rفاب ه  d     از یک قرانون خطری پیرروی

 :4-11با توجه به شکل  کند ولی کرنشها ننیت نیستند.می

2 3 
4 

10 6741 . 1 
10 3393 . 1 

m 
8 

mm 
A s 

   
 

 
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 :که در آن

 A مساحت سطح مقطع تیر 

R  فاب ه محور خنثی از مرکز انحناءO 
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را از محور خنثی به طرف مرکز انحنا در نظر بگیرین و فرض کنین:   ا y اگر جهت مث ت محور

eRrپج : 

 yRAe

My


 

 نکات:

 افتد.ر تیر ( اتفاق میقع میشه تنش حداکثر در تار ای داخ ی )طرف م _1

 توزیع تنشی در سطح تیر منحنی به بورت  ولولی است. _2

 شود.در تیر ای منحنی تار خثی به طرف مرکز انحناء کشیده می _3

از روش بسط جملات مربوط به به بورت سری، مقاطع ت دیل یافته  R میشه در بدست آوردن  _4

 مخصوص، استفاده از جداوه در کار ای مهندسی عم ی**

ed.) rdS.Timoshenko , Strength of material ( 3*  

Part I(Princetion, N.J.D.Van nostrand Company Ine 1995 P.369 & P.373) 

.ed.)th** R.J.Roark formula for stress and strain (4 

P 165V(New_York, Mc Graw Hill Book Company , 1965) talde  

2/: 22







  CrrRcicule 

برای مقاطع مخت ف باید بطور منطقی از رابطه 
rdA

A
R


    را بره   انتگراه گرفت و جوابهرای نهرایی

 (. 4-18تا 4-12)شکل  ای  طور دقیق مشخص کرد
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 4-12شکل 

 

 4-13شکل 

 

 4-14شکل 
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 4-15شکل 

 

 4-16شکل 

 

 4-17شکل 
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 4-18شکل 

 

mmaباشد. اگر می mm3030سطح مقطع نشان داده شده به ابعاد :مثاه 60   باشد، مط و  اسرت

 Bو  Aتعییت تنش در نقاط 

 

 4-19شکل 
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inKiPMاگر  مثاه: .100  باشد مط و  است تعییت تنش در نقاطA  وB 

 

 

 4-21شکل 
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



 

است مط و  اسرت تعیریت    in1می ه منحنی شکل نشان داده شده دارای سطح مقطع مدور بقطر :مثاه

قابل اعماه نس ت به ) به حوه( محور افقی، بطوریکه مقردار ترنش مراکزیمن از     Mبزرگتریت کوپل 

Ksi9 .تجاوز نکند 
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 21-4شکل 

inrinr 375.1
2

1
2

8

3
,83 21  

  7965.0
2

1
875.0875.0

2

1

2

1
,875.0

2

1

8

3
2

222 





























  CrrRr 

inRre 0785.07965.0875.0  

  
     

)(66.4939000
830785.05.0

7965.083
2

LbM
M

all 








 

 

 Bو   Aبرای تیر منحنی شکل و بارگواری نشان داده شده، مط و  است تعییت تنش در نقاط : مثاه

 

 4-22شکل 

 



Aiyi

Ai
yyrrmmrmmr ,,75,35 121 

mmr 333.48333.1335  

   
        

860.46
20403035/6535205040

2/1 21

2







n

bbh
R 
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mmRre 473.1860.46333.48  

   
 

MPaPa
Aer

RrM
A 9.63109.63

103510473.110900

10860.4635250 6

336

3
1 













 

 
 

PaB

6

336

3

10628.52
106510473.110900

10860.4635250











 
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 بارگذاری عرضی(های برشی در تیرها ) تنش

گیرنرد.  ردف    ای ناشی از نیروی برشی مورد تجزیره و تح یرل قررار مری    مقدمه: در ایت بحث تنش

 رای برشری   بدست آوردن رابطه بیت نیروی برشی و مساحت سطح مقطع تیر که ایت دو را بره ترنش  

نش کرنشری  ای در ارت راط برا توزیرع تر    باشد. یعنی در حاه حاضر  یچ فرض سادهمی ؛کندت دیل می

شروند و   ای موجود در تیر ای مسرتقین بررسری مری   ناشی از نیروی برشی وجود ندارد. ابتداء تنش

بار رای وارده در  فرض خوا ین کرد که سطح مقطع آنها دارای یک محور تقارن اسرت و  رن ننریت    

 ای قرار دارند که از ایت محور تقارن و محور تیر ع ور میکنند.بفحه

 

 

 نیرو ای داخ ی. 5-1شکل 

 

ق لا ثابت کردین که مجموع نیرو ای قائن بر مقطرع مسراوی برا برفر اسرت و       5-1با توجه به شکل

 Mمسراوی   Zمسراوی برفر دور حروه محرور      yمجموع لنگر ای ایت نیرو ا در حروه محرور   

 به قرار زیر است. dAxzو  dAxtباشد. و معادلات مربوطه به نیرو ای برشی می

 شی در حوه محور : با توجه به تقارن مقطع برابر با بفر است:لنگر ای نیرو ای بر _1
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2_                                                                                   VdAFy xy    

3_                                                                                       

د د که در  ر مقطع تنش برشی افقی متوسط مساوی بفر است. ال ته ایت بدان معنری  نشان می 3بند 

 نیست که
xz .در  ر نقطه مساوی بفر است 

 

 

 مفاهیم پایه

 

یعنی اگر در مقطعی از تیر نیروی برشی وجود داشته باشد در مقاطع در لنگر رای خمشری متفراوتی    

شود. به ع ارتی دیگر شیب تغییرات لنگر خمشی در امترداد تیرر از لحراد عرددی مسراوی      ظا ر می

 ای نیروی برشری  را به  مراه ترسین 5-2شکل باشد. برای روشت شدن موضوع تیر نیروی برشی می

 کنین.و لنگر خمشی بررسی می

 

 . رابطه نیروی برشی و لنگر خمشی5-2شکل 

V  
dx 

d M 

0     dA F 
xz   
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 برش مثال عینی برای درك ضمنی

اند اگر ایت دو الوار دو الوار نوبی را در نظر بگیرید که روی یکدیگر قرار داده شده 5-3 مطابق شکل

ای برای اتصاه آنها بره یکردیگر   به عنوان تیر در نظر گرفته شوند و در روس سطح تماس  یچ وسی ه

 خورند.موجود ن اشد. در  نگام بارگواری، دو الوار روی یکدیگر سر می

 

 

 5-3شکل 

توان در شکل   دید برای اینکه ایت دو الروار برا یکردیگر    برای ایت سر خوردن را میتماس موجود 

یک ارنه شوند لازم است آنها را به یکدیگر میخ کنین و یا بچس انین در ایت حالت انررژی لازم بررای   

شرود. کره   سراندن تیر ا بر روی یکدیگر بصورت انرژی تغییر شکل عضو اتصاه د نرده ضرا ر مری   

  باشد.عنوان انرژی تغییر شکل برشی می عمدتا به

 

 جریان برش

دادی الوار نوبی که توسط اتصالات پیچی بهن متصل شده اند را در نظر گرفته در یک مقطرع  عت     

 (.5-4نیرو ای داخ ی بررسی می شود)شکل 
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 . تعییت جریان برش در تیر ا5-4شکل 

 

 










QM
ydA

MB
dA

yM
F BB

B . 

 










QM
ydA

MA
dA

yM
F AA

A . 

Q
dM

dF .


 

 





vQ
ydA

d

d

dx

dF
q

x

M 1
. 

AydAyQ ..   

 در طراحی اتصالات تیر ا مورد استفادده زیادی دارد. رابطه فوق موسوم به جریان برشی است و
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 رابطه تنش برشی در تیرها

 

 . تعییت تنش  ای برشی در یک تیر5-4شکل 

 

 و رابطه جریان برش می توان نوشت: 5-4با توجه به شکل 

t

vQ

t

q

dxt

dF




.
 

کننرد بنرابر ایرت دو نروع ترنش       ای برشی در بفحات قائن بر  ن عمل میبا توجه به ایت که تنش

 برشی که با ن برابرند به قرار زیر خوا ند بود.

 تنش برشی قائن عرضی: به موازات مقطع عمود بر محور تیر _1

 باشند.تنش برشی طولی: به موازات محور طولی تیر و افقی می _2

  ر دو تنش یاد شده از نظر مقدار با  ن برابرند.

 آورید.تنش برشی در یک تیر با مقطع مستطیل را بدست مثاه: 
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 . تغییر شکل برشی یک تیر5-5شکل 

t

VQ
yxxy


  

yAQ  









 1

2
y

h
bA 









 1

22

1
y

h
y 























 2

1

2

22
y

hb
Q 

























 2

1

2

22
y

hv


                                                                                  

    
 تغییرات تنش برشی باارتفاع به بورت سهمی می اشد. 

 21 hy                    0min  

 0.
2

3
1max  y

A

v

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 .نشان داده شدهمط و  است تنش برشی نقاط در مقطع تیر :مثاه

 

 5-6ل شک

 مشخصات مقطع تیر به قرار زیر است:

 

 می دانین:

 
Lt

vQ
 

 :تیرالعمل تکیه گا ها با توجه به تقارن  مقدار عکج

 KN502100   

 
Aj

iyAi
yy




4
50 
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    :aدر نقطه 

50v   

 

5.87755.12 y 

35.546875.872525 mmQ  

  6633 101255010010025
3

1
mm 

mmt 25 

پج  
  

4

44

3

75.8
25105.12

5.5468750
m

mmmm

mmKN



 

 :  bدر نقطه 

  KNv 50   

  50*25A   

    755025 y 

9375075*50*25  yAQ 

  44105.12 mm 

mmt 25,    

MPa
mmmm

mmKN

It

vQ
10

25105.12

9375050
44

3







 

 

mmmm با تصراه دو برفحه   52310S تیر استاندارد آمریکایی:  مثاه 20016     توسرط پیچهرائی

است تنش برشی مجاز میانگیت  mm120 و فاب ه طولی آنها mm18  ایتقویت شده است. قطر پیچ

 : بزرگتریت نیروی برش مجاز ست. مط و  است MPa90پیچ   ر در

225    A 
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 5-7شکل 

 

   ?v       

 با توجه به جدوه:

46103.95 mmx        ,305mmd  

 نیروی برش  ر پیچ

  N
mm

N
2290218

4
90

2

2



: 

 : ا دوردیفه  ستند پج نیرو در  ر ردیفبا توجه به آیت که پیچ

.N45804222902  

 برابر است با: q ا توجه به فاب ه پیچ

381700
12.0

45804
q 

  5.15208.006.02.0.  yAQ 

      







  4623

103.2605.1602001616200
12

1
2 mLx 

It 

Q v . 
  , 

. 

I 

Q v 
q  
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KNv
Qv

q 193
.




 

 (Slew Bending) خمش کج )غیر متقارن(

در آن اثر کند، نس ت به محور ای اب ی مایل باشد، خمش کج نامیرده   ای که لنگر خمشیاگر بفحه

 (.5-8شود)شکلنشان داده می  شود. زاویه تمایل بفحه خمشی بامی

 

 . خمش کج5-8شکل

ق ل از وارد شدن به بحث لازم است یادآوری شود که بردار مربوط به لنگر خمشی بر بفحه خمشی 

شود. برا تجزیره   قانون نهار انگشت بسته دست راست تعییت می عمود است و جهت آن با استفاده از

 توان نوشت:می M بردار

cosMM Z  

sinMM y  

 ای مربوطه، رابطه خمشی ارتجاعی که در م حث خمشی به دست آوردین به مولفه M بعد از تجزیه

به کار گرفته شده و بعدا نتایج آنها با اسرتفاده از   yM و ZM تواند به طور جداگانه در خصوصمی

 : ن گواری آثار جمع گردد. بنابر ایت  ابل روی

Y

y

Z

Z
x

ZMyM





 

 Zحوه محور  Mمولفه لنگر خمشی  ZMکه در آن :
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           YM  مولفه لنگر خمشیM  حوه محورy 

            Z  ممان اینرسی حوه محورZ 

            y  ممان اینرسی حوه محورy 

 توان نوشت: می yMو  ZMبا توجه به مقادیر 



















  sincos

yZ

x

Zy
M 

محل تار  0x باشد. با قرار دادن دف از نوشتت رابطه فوق، بدست آوردن معادله محور خنثی می

 آید.خنثی و معادله ریاضی آن بدست می

Ztgy
y

z
x 

















  0 

tg
Z

y

y

Z




 

شرود کره بررای خمرش کرج،       ای  ندسه تح ی ی، دیرده مری  با بررسی رابطه فوق با استفاده از روش

yZ حالت باستثناء   باشد. به  ر حاه محرور  عمود بر بفحه تاثیر لنگر خمشی نمی، محور خنثی

کنند.  مانند خمرش  ای در حوه آن دوران میخنثی به بورت یک خط مستقین بوده و مقاطع بفحه

افتد. ضمنا باید به یاد داشرته  متقارن، بزرگتریت تنش در دورتریت نقطه نس ت به محور خنثی اتفاق می

که در خمش کج محور خنثی بر  یچ یک از محور ای ابر ی منط رق نیسرت و  مچنریت برر      باشین 

 نتایج تفاسیر آمده است. 5-9باشد. در شکل بفحه خمشی نیز عمود نمی
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 . روی  ن گواری تنش  ای خمشی5-9شکل 

 

 در ایت گونه مسائل ننانچه نیروی محوری وجود نداشته باشد محور خنثی از مرکرز  ندسری مقطرع   

 کند ولی ننانچه نیروی محوری نیز بر مقطع اثر کند، محور خنثی از مرکز ع ور نخوا د کرد.ع ور می
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 5-11شکل 

 

 
mKNNM .5.1

8

34
87  

50Z  71081.2 Z          mKNMM Z .3.1235.1cos   

75y      71025.1  y           mKNMM y .75.05.05.1sin   

7

8

7

6

1025.1

501075.0

1081.2

75103.1

















y

y

Z

Z
ZMyM

 

MPaC 47.6347.3     MPaA 47.6347.3  

MPaD 47.6347.3         MPaB 47.0347.3  
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 موقعیت تار خنثی   

 

 مرکز برش و خمش غیر متقارن 

در مرکز برش مقطع تاثیر کنند بررای مقراطع   به منظور اجتنا  از تنشهای پیچش ، بار ای جان ی باید 

باشد برای و .....مرکز برش بر مرکز  ندسی منط ق میIمتقارن دو طرفه ،نظیر مستطیل ، دایره ، نیمرخ

مطرابق   یدی دیگری واقع است و بامرکز برش در نقطه ...وسایر مقاطع نظیر ناودانی ،نش ی ،نیمرخ 

از طرفی تعییت جریان برش از ضروریات اسرت کره   یت کرد بارگواری و شکل  ندسه محل آن را تعی

 نمونه  ایی آن در شکل ...آورده شده است.

 

2.10:
77.6

47.0

15.0



a

a

a
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ای وجرود دارد روش معمروه بردیت    برای بدست آوردن محل برش ، معمرولا روشرهای نسر تا سراده    

 5-11شکل در ناودانی Vو 1Fآوردند )مثاه بورت است که ابتدا نیرو ای برشی مقطع را بدست می

کنند که نیرو ای برشی فوق را در حاه تعاده نگه ( و س ج محل نیروی خارجی را طوری تعییت می

 .دارد 

 

 

 . تعییت مرکز برش یک ناودانی5-11شکل 

 

ephF **1  

 

فاب هباشد و محل آن در امتداد تیر می   مستقل از بزرگی نیروی eی شود فاب هدیده میننانچه 

e   کره در    جان تیر تا محرل تراثیر نیرروی   از مشخصات  ندسی مقطع است و از محور مرکزی

 .شودگیری میسمت خارج قرار دارد اندازه

  

بعضی مواقع embersllyLoadedmEccentricaاعضایی که تحت بار ای خارج از مرکز قرار دارند 

در ایت حالت کند  ندسی عضو عمل می زمرک زبه مواؤات محور عضو ولی خارج ا نیروی محور   

 

I 

t b 

It 

h vbt bht 

It 

VQ bth bth h F 
e h a 

4 

) 2 / ( 
* 

2 
* 

2 

) )( 2 / 1 ( * 
2 2 

1      
   

 

 

 
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نس ت به محور ای مرکزی دارای خارج از مرکزیت است با توجه بره قضریه    گویین که نیروی می

و   ردیل بره ترکی ری از نیرروی محروری      انتقاه نیرو ا )استاتیک( و بحث خمش کج ،ایت مسئ ه ت

ی تنش در راسرتای قرائن برر    و محور عضو ( میشود بنابرایت رابطه ی مار برخمش کج )در بفحه

 (.5-12شکل  )به قرار زیر خوا د بود مقطع 

 

 . ت دیل یک مساله به سه مساله5-12شکل 

 

 

 .باشدعلامت تنشها می( مطابق قرار داد -علامتهای )+(و )

 
Cte C B A C B A Z y x     , , : ....  

y 

y 

z 

z 
x 

I 

Z M 

I 

y M 
     

 
  

 
 

 

 

 

 
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  .گیردیعنی توزیع تنشها بر روی یک بفحه قرار می

 

 ننانچه ثابت کردین :

است ، می توان شررایط   0x=در بعضی از اعضاء تحت بار خارج از مرکز ،با تعییت خطی که در آن 

ی سطح مقطع عضو قرار گیررد ایرت خرط مشرابه     را طوری ترتیب داد که خط تنش بفر در محدوده

خط تنشرهای    P0محور خنثی در خمش خالص است ننانچه ق لا متوکر شدین در حالت اخیر    

  .گوردبفر دیگر از مرکز  ندسی سطح مقطع نمی

، خرط فروق در خرارج از سرطح     در حالتی که نیروی محور بزرگ و لنگر ای خمش کونک  ستند 

گیرد ا میت ایت خط ناشی از آن است که تنشهای قائن بطور خطری از آن تغییرر   مقطع عضو قرار می

 کنند می

شران کونرک   توان برای اعضاء فشاری به شرط اینکه طوه آنها نس ت به ابعاد جان یایت روش را می

ر در م حرث سرتون را مرورد بحرث قررار       ای نرازک تحرت فشرا   باشد به بکار برد بررسی رفتار می ه

گیرند  مچنیت در نزدیکی محل تاثیر بار محوری ،تح ی ی که در ایت قسمت بسط داده شد ،غ رط  می

نون در آنجا توضریع ترنش بهرن خرورده و وضرعیتی شر یه بره تمرکرز ترنش موضرعی بره            باشد می

 .آیدوجودمی

 

 

 

 

Cte c b a c b a z 
E 

C 
y 

E 

B 

E 

A 

E 
z y x 

x        , , : .......... .........  
 
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قعیت محور ای اب ی مقطع نشان داده شده  مراه با راستای مرورد  وی ممط و  است محاس ه: مثاه

 نظر : 

 

 5-13شکل 

 

46233 10*7.10])70)(80)(10()10)(80(12/1[2)15)(10(12/1 mmI x  

46233 10*1.4])45)(80)(10()80)(10(12/1[2)10)(150(12/1 mmIY  

?xyI 

 xyI ی میانی بفر بوده و مجموع قطعهIxy  برابر است با : 3و 1 تقطعا 

4610*5)]70)(45)(80)(10[(2 mmI xy  

2

2

max )(
22

xy

yxyx
I

IIII
I 









 



  

46

max 10*4.13 mmI  

46

min 10*4.1 mmI  



177 

 

 257.56
10)1.47.10(

10*5*2
....

2
6

46





mm

II

I
tay

yx

xy 

00 28.118.....,28.28 

 تعیین مختصات نقاط نسبت به محورهای اصلی

توان ابعاد مشخص شده در شکل میمی اشد با توجه به  ینقطهیک ی تنش در ننانچه منظور محاس ه

برای تعییت مختصات نقراط نسر ت بره محور رای ابر ی حرداکثر و        .تنشهای مربوط را حسا  کرد

گیرین مختصات ی مختصات در نظر میرا روی بفحه Pای مانندحداقل برای سهولت محاس ات نقطه

توان با توجه بره شرکل   باسانی تعییت میشود . بقیه مختصات نقاط را می 2و1نس ت به محور ای  

 تخمیت زد : ی  ندسی موجود و زاویه

 باتوجه به شکل :

 

 

 

 

 





rsp qpy 

 cossin 21 ddy p 

srp qCz 

 sincos 21 ddz p 
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 . نرخش محور ا و نحوه تعییت محتصات نقاط5-14شکل 

inkMتحت تاثیر سنگر خمش  6L*4*2/1ن ش : مثاه 10   به موازات ساق کوتاه قرار گرفتره

 .ی حداکثر تنشهای فشاری و کششی ایجاد شده در مقطع است ،مط و  است محاس ه

 

 5-15شکل 
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 یابین که :اوه ضمیمه در میبا مراجعه به جد

)199,987.0(C  

 :و  ن ننیت 

0789.6.......,..........2631.6.....,..........4.17
1222

4

11   zyIIinI 

 

2ی توان از رابطهم باشند میمع و Aو  minrمقادیر  Iی ننانچه در محاس ه

minArI   بهره گرفت 

 :ی مورتوجه به ترسین دایرهبا 

 0765.23m 

 :تعییت موقعیت محور خمش  

00 45.27.23.............
5927.3

0724.20
......  taytaytay

I

I
tay

y

z  

 :پج

 08.67 

 :5-14با توجه به شکل 
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 2و1نس ت به محور ای Aیمختصات نقطه

indindinCd 01.499.166........987.0 21  

 با توجه به روابط 

inyA 07.4 

inzA 71.0 

 2و1نس ت به محور ای Bیمختصات نقطه

inddinCd 99.1.....,987.0 21 
 

 با توجه به روابط :

inyB 43.1 

inzB 70.1 

 ی تنشها : محاس ه

kinMM y 02.4sin   

kinMM z 16.9cos   

psi
I

yM

I

ZM

Z

Az

y

Ay

A 2650
..

 

psi
I

yM

I

ZM

z

Bz

y

By

B 2550
..



 

 

SpringHellicalcoiledCloselyگام کوچک  باتنش در فنرهای مار پیچی  ... 

فنر ای مورد بحث فنر ایی با مقطع دایرره  سرتند   اینگونه فنر ا اغ ب در اجزاء ماشیت کاربرد دارند ،

ای قرار دارند که خی ی نزدیک به حالت عمود بعلاوه فرض میشود که  ر یک از مار پیچها در بفحه
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مقطعی که بطرور عمرود برر    باشد )گامهای فنر خی ی کونک است( با ایت محدودیت بر محور فنر می

 ی فنر ع ور داده میشود خی ی نزدیک به حالت قائن خوا د شد می ه

 

 5-16شکل 

 

 

در مقطع فنر بصرورت    Fدر تح یل اینگونه فنر ا فرض بر ایت است که تنش برشی ناشی از نیروی

 (Eی یکنواخت بوده و تنش ترکی ی به بورت زیر است )در نقطه

)1
.

2
.

(

2

.
)1

.
(

2

4

4
max 





CrFC

CF

C

CrF

ATC

JF

J

TC

J

TC

A

F






 

)1
4

(
16

)1
4

(
16

32






r

d

d

T

r

d

d

Fr


 

 تغییرشکل فنرهای مار پیچ با گام کوچک 

JG

rLT
dr


 

..
.  
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NrL .2   

 rFT . 

JG

N
Fr

3

2   

4

.64
3

Gd

NFr 

 

 =تعدادمار پیچ فنر Nکه در آن 

F نیروی کشش= 

r= شعاع متوسط 

G ضریب سختی= 

dی فنر =قطر می ه 

توان به سادگی توسط نیروی لازم برای تغییر شکل واحد فنرر بدسرت آورد ایرت    رفتار یک فنر را می

tConsSpringکمیت به ثابت فنر  tan. شود ی زیر حسا  میمشهور است و از رابطه 

][
.64

3

4

mm

N

Nr

GdF
k





 

kxFی معروف که  مان رابطه  باشد که در آن در خصوص فنر ا میx  مقدار افزایش طوه فنر در

 باشد می Fاثر اعماه نیروی 

 

 ترکیب تنشهای برشی

در وضعیتهای خاص ،در یک مقطع از عضو  ن تنشهای برشی ناشی از لنگر پیچشی و  رن تنشرهای   

ناشری از لنگرر پیچشری و    ناشی از نیروی برشی ظا ر میشوند در مسائ ی که تنشرهای برشری   برشی 

StresssheringCompoundنیروی برشی مستقین ،قابرل محاسر ه  سرتند ترنش برشری مرکرب        را  ..
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گیرند که توان از روی  ن گواری تنشها بدست آورد در ایت بحث فقط مسائ ی مورد توجه قرار میمی

باشرند بعنروان مثراه اگرر بخروا ین      د )خط تاثیر ( یکسانی میتنشهای برشی مورد ترکیب دارای امتدا

می ی متر را تحت تاثیر نیرو ای  11ای به قطر از یک محور استوانه ABحداکثر تنش برشی در مقطع 

 نشان داده شده بدست آورین ،باید از روش موکور استفاده نمایین

 

  

 5-17شکل 

 

در بار گوارینشان داده شده با برف نظر از تنشهای ایجاد شده توسط خمش ، تنشها برشی بره قررار   

 زیرند 
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 تنش برشی ناشی از پیچش -1

G

CT .
 

 تنش برشی ناشی از برش مستقین -2

It

VQ
 

42
44

10*82.9
32

)10(

32
mm

d
J 


 

4210*91.4
2

mm
J

I  

22

5.78
4

mmdA   

22

3

max 8.101
10*8.9

)5(10*20

mm

N

G

TC
 

 :پیچش 

A

V

CC

IC

V

CI

AyV

It

VQ

3

4

1

)
2

)(
3

4
(

*
22.

**

2

max 




 

 :مستقین 

2max 25.4
)5.78(*3

)250(4

mm

N
 

 :برش مستقین 

05.10625.48.101 E 

 ای ترکیب بارگواری  میشه باید ابتداء در مقطع خواسته شده بعد از انتقاه بار را و  در دیگر حالات

 ای تنشها با استفاده از روابط بدسرت بکنرین   ی تک تک مولفهلنگر ای ایجاد شده ، اقدام به محاس ه

مثاه تنش برشی ماگزیمن بعدا با توجه به قرار داد علامت تنشها ، برآیند تنشها را بدست آورین بعنوان 

 در حالت ترکی ی خمشی و پیچشی برای یک شفت با مقطع دایره به قرار زیر است 
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 پیچش 

 

31

16

d

T

J

TC


 

 

 خمش 

33

16
2/)

32
(

2 d

M

d

Mb




 

 

خمش و پیچش با  ن:
 

22

3

2

2

2

1max

16
TM

d



 
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 تغییر شکل تیرها 

 انحناء -ناء و لنگرنحا -روابط کرنش

یافته تیر و بعضی فرضیات ریاضی و  ند سی و در نظر گرفتت روابط  6-1با توجه حالت تغییر شکل

 توان نوشت:ق  ی خمشی و تنشی می

 

 

 . تغییر شکل یک تیر6-1شکل

 

s
y

s

u
s 










limlim 0

 

 yu
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ds

d
y

ds

du 
:یا: 

 ط ق تعریف کرنش:


ds

du 

kappak
ds

d

s
s s 




 






1
lim:.. 0 

y
k






1 

 یک تیر.انحناء است برای بدست آوردن شعاع  ای که رابطه

EI

M




1 

 تغییر شکل ارتجاعی تیرها: دیفرانسیل معادله

 

یا مقدار خیز یا تغییر مکان قائن تیر کونک باشد  yاگر 
dx

dy  مقدار خی ی کونکی به خرد گرفته و به

ت ع آن 
2

2

dx

yd ( برف نظر کرد1توان از ایت مقدار در برابر واحد )نیز خی ی کونکتر خوا د بود و می 

 پج:

EI

M

dx

yd


2

21


 

با توجه به روابط حاکن بر     xxx MVq  توان نوشت:می ,,

  2

2

.
dx

yd
EIM x

 

2 
3 

2 

2 

2 

1 

1 

 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

dx 

dy 

dx 

y d 

 
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  3

3

.
dx

yd
EIV x

 

  4

4

.
dx

yd
EIq

x
 

yبرای بدست آوردن 
dx

dy
, توان بسته به شرایط مسئ ه از تک تک روابط فوق و یا ترکی ی می

 استفاده نمود و با لحاد نمودن مقادیر مع وم مرزی به جوابهای مورد نظر دست یافت: بعنوان مثاه:

12

2

Cx
EI

M

dx

dy

EI

M

dx

yd


 

 و

21

2.
2

CxCx
M

y 



 

12مقادیر  ,CC حاس ه است.در روابط ق  ی با استفاده از شرایط موجود در مرز قابل م 

 

 شرایط مرزی:

 شرایط مرزی  ندسی، -2شرایط مرزی ایستائی  -1شرایط مرزی کلا دو نوع  ستند: 

گاه شرایط مرزی ایستائی : مربوط به نگونگی اعماه نیرو ا دارد و شرایط مرزی  ندسی: به نوع تکیه

 گیرد.مورد بررسی قرار می 6-2با توجه به شکلبستگی دارد. که 
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 شرایط مرزی  ندسی. 6-2شکل

 

 گاه گیردارتکیه -1

 مقادیر شیب  ر دو بفراست

    0,0  aay  

 گاه گیردارغ تکی و یا مفص ی تکیه -2

 مقادیر خیز و لنگر  ر دو بفر است:

    0,0  aa My 

 تکیه گاه  دایت شونده -3

 مقادیر شیب و نیروی برشی قائن  ر دو بفر است.

    0,0  aa V 
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 انتهای آزاد  -4

 مقادیر نیروی برشی و لنگر خمشی  ر دو بفر  ستند.

    0,0  aa VM 

 :مط و  است محاس ه خیز در انتهای آزاد تیر نشان داده شده:مثاه

 

 6-3شکل 

xPPLM . 

PxPLM
dx

dy
EI 

2

2

. 

1

2

2
. C

Px
PLx

dx

dy
EI  

21

32

621
. CxC

Pxx
PL

y
EI  

12حاه با شرایط مرزی، ضرایب ,CC کنین:را حسا  می 

000 2  Cyx 

000 1  C
dx

dy
x  

EI

Pxx

EI

PL
y

62
.

32

 

EI

PL

EI

PLL

EI

PL
yyLxif

362
.:

332

max  
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 :مط و  است محاس ه خیز در انتهای تیر نشان داده شده:مثاه

 

 6-4شکل 

 

 2
2

xL
w

M  

 2
2

2

.
2

. xL
w

dx

dy
EI  

 
1

3

3
.

2
. C

xlw

dx

dy
EI 


 
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 :نشان داده شدهمط و  است محاس ه خیز ماکزیمن تیر :مثاه

 

 6-5شکل
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 :مط و  است محاس ه خیز ماکزیمن تیر نشان داده شده است:مثاه

 

 6-6شکل 
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 است: مط و  است معادله خیز تیر نشان داده شده:مثاه

 

 6-7شکل 
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 :مط و  است محاس ه خیز ماکزیمن تیر نشان داده شده است:مثاه

 

 6-8شکل 
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 تغییر شکل ) تغییر مکان تیر را( با روش گشتاور سطوح

 قضیه اوه گشتاور سطح

ای مکان و شیب تیر در نقطهتغییردر ایت بخش برخی از خواص  ندسی منحنی کشسانی برای تعییت 

. ابتدا منحنی دگیریبرا که تحت بارگواری در نظر  7-1شکل . تیر گیردقرار میاستفاده مورد مشخص 

منحنی  EIبر Mس ج از تقسین  شدهتغییرات لنگر خمشی ایت تیر رسن 


M که عیت  دآیبدست می

 . ا مقیاس محور مختصات خوا د بود خوا د بود و تنها تفاوت آن Mحالت 

 

 7-1شکل 

 

 از بخش ق ل به یاد دارین که :

dx

dy


 

 پج:

dx
M

d
M

dx

yd

dx

d
.

2

2





 

 

 :باشدنظر  مدروی تیر  C,Dدو نقطه دلخواه مانند  رگاه 

dx
M

d
D

c

D

c

x

x

.  






 
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dx
M

D

C

x

x

CD . 
 

CD   ستند و در معادله نهایی بدست آمده: سمت راست معادله  C,Dبه ترتیب شیب در نقاط,

بیانگر سطح زیر نمودار 


M  بیت نقاطD,C ای رسن و سمت نپ معادله بیانگر زاویه بیت مماس 

 است. D,Cشده بر منحنی کشسانی در 

 : D,C بیت سطح زیر نمودار



M=
C

D 

باشد. آمده بیانگر قضیه اوه گشتاور سطح میرابطه بدست 
C

D زیر نمودار و سطح


M  ن علامت 

گرد مماس بر منحنی متناظر است با نرخش پادساعت x ستند. یعنی سطح واقع در بالای محور 

 ( متناظر است با نرخش ساعتگرد.xو سطح منحنی )زیر محور Dبه Cکشسانی و در حرکت از 

 

 قضیه دوم گشتاور سطح

از یکدیگر  dxگیرین که به فاب ه میرا در نظر  ,Pو دو نقطه  D,Cبیت دو نقطه 7-2مطابق شکل 

 ایی بر منحنی رسن کرده و امتداد مماس وPکنین. در نقاط را رسن می Cقرار دارند. قائن بر 

را جدا کنند. با توجه به کونکی  dtای به طوه را قطع کند و بر روی آن قطعهCد ین تا قائن بر می

 تون نوشت.می (,P ای)زاویه بیت مماس dو زاویه  Pدر  شیب 
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 7-2شکل

dxdt .1 

dx
M

xdt ..1


 

 کند.را جارو می EتاC، قطعه عمودی P، مماس در Dبه طرف Cبا توجه به شکل،با حرکت 

تا محل تقاطع مماس بر* Cدر نتیجه انتگراه سمت نپ مساوی است با فاب ه عمودی نقطه 






D
ct

D. یا انحراف مماسC نس ت بهD: 

dx
EI

M
xt

D

C

x

x
D

C ..1 

dx
EI

M
,ع ارتست از جزء سطحی بر روی نمودار .

EI

M 
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dx
EI

M
x بنابرایت؛  Cع ارتست از گشتاور سطح جزء فوق نس ت به محور عمودی گورنده از1..

سمت راست معادله نهایی بدست آمده، نشان د نده گشتاور اوه سطح واقع در زیر نمودار 
EI

M 

 شود.نس ت به آن محور است. پج قضیه دوم گشتاور سطح بدنی بورت بیان میD,Cبیت 

یعنی  D به نس تCانحراف مماس 






D
ct اوی است با گشتاور اوه سطح زیر نمودار مس

EI

M 

 :یعنی Cنس ت به محور عمودی گورنده از  D,Cبیت 

=(D,C1x سطح بیت(=






D
ct 

اگر سطح زیر نمودار 
EI

M  بالای محورx  باشد؛ گشتاور آن نس ت به محور عمودی مث ت و در

واقع  ای با انحراف مماس مث ت در بالای خط مماس متناظرخلاف جهت منفی است. یعنی نقطه

 شود.می
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 محاسبات مرکز ثقل و مساحت : یادآوری 

ایت مساله به عنوان تمریت و یادآوری محاس ات مربوط به سطح و لنگر اوه و مرکز ثقل طرح شده 

 است:

 

 

 با توجه به رابطه 

 پج:

 

 و محاس ه مرکز ثقل:
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 میدانین

 

  میت جوا  برسین:توانستین از حل انتگراه روبرو نیز به می

 

 (bدر ارت اط با شکل )
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 مط و  است محاس ه خیز در انتهای تیر نشان داده شده )شیب را نیز حسا  کنید(:مثاه

 

 7-3شکل

 تیر به شکل زیر است: نمودار 

 

 لوا با توجه به قضایای گشتاور سطوح:

 
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  
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
22

.
2PLPLL  

 

 :خیز در انتهای تیر نشان داده شدهمط و  است محاس ه :مثاه

 

 7-4شکل

EI

M
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 تیر به شکل زیر است: نمودار 

 

 لوا با توجه به قضایای گشتاور سطوح:
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 در تیر نشان داده شده مط و  است::مثاه

 Bشیب نقطه -الف

 Eخیز نقطه - 

 

 7-5شکل 

 تیر به شکل زیر است: نمودار 

 

 لوا با توجه به قضایای گشتاور سطوح:

 

EI

M
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 :مط و  است خیز انتهای تیر نشان داده شده:مثاه

 

 7-6شکل 

 تیر به شکل زیر است: نمودار 

 

 لوا با توجه به قضایای گشتاور سطوح:
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 :در تیربا بارگواری نشان داده شدهمط و  است محاس ه :مثاه

 

 7-7شکل

 تیر به شکل زیر است: نمودار 

 

 لوا با توجه به قضایای گشتاور سطوح:
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 در تیربا بارگواری نشان داده شده:مط و  است محاس ه ماکزیمن مقدار :مثاه

 

 7-8شکل

 تیر به شکل زیر است: نمودار 

 

 لوا با توجه به قضایای گشتاور سطوح:
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 در تیربا بارگواری نشان داده شده:مط و  است محاس ه :مثاه

 

 7-9 شکل

 تیر به شکل زیر است: نمودار 

 

 لوا با توجه به قضایای گشتاور سطوح:
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 شیب  وخیز تیر ای با بارگواری نا متقارن  

در مواقعی که تیر بار گواری شده از نوع یک سردرگیر بوده یا بار گواری متقارن باشد به راحتی می 

گشتاور سطوح و نیز شیب وخیز تیر  ا ارت اط برقرار نمودواز آن به توان بیت قضایای اوه ودوم 

منظورمحاس ه ی تغییر شکل  ا بهره جست. لیکت در حالت ک ی روشی موسوم مماس مرجع  مراه با 

کاربرد قضایای اوه دوم برای محاس ه ی خیزوشیب تیر ا مورد استفاده واقع می شود. ایت روش ذیلا 

 .مورد بحث واقع می گردد

 

 
 

 

مماس مرجعی بر منحنی ارتجاعی ترسین -در شکل نشان داده شده   A  -ابتدا دریکی از تکیه گاه  ا 

ر شکل مثلا می شود.س ج با توجه به بررسی مسایل در محدوده ی ارتجاعی و نا نیز بودن تغیی

 ا)کن بودن آن  ا( ودر نظر گرفتت تقریب  ای ریاضی وقضایای اوه و دوم گشتاور سطوح 

شیب  ق ایت شکل ، مانندآنچه ذیلا توضیح داده می شود،خیز وشیب تیر محاس ه می گردد.مطاب

،با      Aمماس رسن شده در نقطه   وتقسین آن بر طوه تیر قابل محاس ه است یعنی:   t𝐵/𝐴 محاس ه   

 

θ𝐴 = −
𝑡B/A

L
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 از طرفی :

θ𝐷 = θA + θD/A 
 

 𝑡𝐷/𝐴 را می توان از قضیه ی دوم گشتاور سطح بدست آورد.

 

از Dاست. که نشان د نده ی میزان انحراف    DDمساوی پاره خط    𝑡𝐷/𝐴   ننانچه ق لا نیز تعریف 

خط  از Dبرابر فاب ه ی عمودی نقطه یDمماس مرجع است. از طرف دیگر تغییرمکان نقطه ی،   

AA می باشد  

.  

 

: AAAو AFDاز تشابه مث ث  ای   
𝐸𝐹

𝓍
=

HB

L
یا           𝐸𝐹 =

𝑥

𝐿
 

 

وانحراف مماسی، می توان با یادآوری علامت  ای قردادی  ای مورد استفاده برای تغییر مکان 

 نوشت:
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yD = ED − EF = tD/A −
𝓍

L
∙ tB/A 

 

 محاس ه ی تغییر مکان ماگزیین تیر ا با بارگواری نا متقارن

برای محاس ه ی تغییر مکان تیر، ابتدا باید نقطه ای از تیر که مماس در انجا افقی است، پیدا شده  

ترسین مماس مرجع در یکی از تکیه گاه  ا وتغییر مکان متناظر آن ،محاس ه گردد. در ایت حالت نیز با 

 ومحاس ه ی شیب آن می توان به جوا  رسید:

 
 

 .(θ𝑘 = 0 مماس افقی باشد) Kمطابق شکل فرض می شود در نقطه ی   

 از طرفی:

𝛳𝑘/𝐴 = 𝛳𝑘 − 𝛳𝐴 = 0 − 𝛳𝐴 = −𝛳𝐴 
𝛳𝐾/𝐴 = −𝛳𝐴 

برابر است  را می توان مشخص نمودکه Kبا بهره گیری از قضیه ی اوه گشتاور سطح، موقعیت نقطه 

.Aو  Kبا  بیت نقاط 
𝑀

EI
سطح زیر منحنی   

برابر است با    |𝑦|𝑚𝑎𝑥 میتوان دریافت که تغییر مکان    

 𝑡A/kحداکثر

    

 K نس ت به Aیعنی انحراف مماسی 
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  A |𝑦|maxرا از طریق محاس ه ی گشتاور اوه سطح بیت      

می توان بدست آورد.   A نس ت به محور قاین بر Kو   
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 کاربرد توابع تکیت برای تعییت نیروی برشی وگشتاور خمشی تیر ا

ننانچه ق لا نیز در روش مقطع عنوان گردید، معادله ی نیروی برشی وگشتاور خمشی تیر  ا را می 

تعاده بدست آورد،که بسته به تعداد توان با زدن مقاطع متعدد در نقاط مقتضی واعماه شروط 

بارگواری دربعضی مواقع معادلات تعدد می یافتند که  ر کدام در یک بازه ی محدودی از تیر بادق 

 بودند.

یک معادله برای نیروی برشی ویا  "در ایت بخش با بهره گری از مفهوم توابع تکینی،برفا

ایت توابع توضیح داده شود ونحوه ی کاربرد  گشتاورخمشی تیرارایه می گردد.که ق لا بایستی مفهوم

 آن در حالات پایه توضیح داده می شود.

 

 در خصوص توابع تکینی :

بر روی  aننانچه نقطه ای  مانند  𝓍 ا موجود باشد،تابع تکینی تابعی است که مقدار آن ق ل از    

تابع دارای مقدار معینی باشد.مثلا در شکل زیر سه نوع  aبفر بوده وبعد از نقطه ی aمحورنقطه ی 
 تکینی  نشان داده شده است

 

 
 

در برخی از منابع عنوان پرانتز شکسته نیز به آنها اطلاق یافته است. نرا که در نشان دادن آنها از پرانتز 

مقدار بفر به خود اختصاص می  𝑎شکسته استفاده می شود. ننانچه ق لا نیز عنوان گردید ، ق ل از نقطه 
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𝑥د ند و بعد از آن دارای مقدار معینی  ستند که در بازه  ≥ 𝑎  می توان پرانتز ای شکسته را ت دیل به پرانتز

 معمولی کرد.

 

 مشتق گیری و انتگراه گیری ایت توابع  مانند توابع دیگر است یعنی :

∫ < 𝑥 − 𝑎 >𝑛  𝑑𝑥 =
1

𝑛 + 1
< 𝑥 − 𝑎 >𝑛+1 

𝑑

𝑑𝑥
< 𝑥 − 𝑎 >𝑛= 𝑛 < 𝑥 − 𝑎 >𝑛−1 

 

نحوه نوشتت معادله نیروی محوری ، نیروی برشی و لنگر خمشی در بارگواری  ای پایه نشان  ...در شکل 

داده شده است. از ترتیب بارگواری  ای پایه و نیز رعایت مراحل عنوان شده در روش مقطع می توان معادله 

لنگر خمشی و  مچنیت نیروی محوری  رفتاری دیگر انواع مخت ف بارگواری تیر ا را در خصوص برش و

 نوشت.
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 مثاه زیر بیانگر یک نمونه در ایت خصوص است:
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 باتوجه به تعاده تیر :

 نیرویی اعماه نمی شود.   𝑥در راستا 

     𝐴𝑥 = 0.0 
∑ از  𝑀𝐵 = 0 آنگاه   Ay = 2.6 𝑘𝑁  

𝑤(𝑥) = −𝑤0 < 𝑥 − 0.6 >0+ 𝑤0 < 𝑥 − 1.8 >0 

𝑉(𝑥) = −𝑤0 < 𝑥 − 0.6 >1+ 𝑤0 < 𝑥 − 1.8 >1+ 𝐴𝑦 − 𝑝 < 𝑥 − 0.6 >0 

𝑀(𝑥) = −
1

2
𝑤0 < 𝑥 − 0.6 >2+

𝑤0

2
< 𝑥 − 1.8 >2+ 𝐴𝑦 . 𝑥 − 𝑃 < 𝑥 − 0.6 >1

− 𝑀0 < 𝑥 − 2.6 >0 

ننانچه در بیان بارگواری  ای پایه با استفاده از توابع تکینی نیزبیان شد، در خصوص بار ای گسترده ، به 

رد که در یک نقطه آغاز گشته شرطی می توان نیروی برشی و لنگر خمشی را با استفاده از توابع تکینی بیان ک

و با  مان شیب تا انتهای تیر ادامه پیدا می کند. ننانچه ایت شرط ن اشد بایستی از طریق اعماه بار ای 

اضافی شرط یاد شده را تامیت کرد. نمونه ای از ننیت حالتی در مثاه ق ل نیز پیدا بود و در مثاه زیر نیز 

 روشنتر می گردد.
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یدا است دو تا بار مث ثی با شی های مخت ف در حالت اوه ، توسط سیستن معاده ننانچه در شکل نیز پ

جایگزیت گشته با ایت تفاوت که در حالت دوم می توان از توابع تکیت بهره گرفت در بورتی که در حالت 

 اوه نوشتت رفتار برش و لنگر خمشی تیر با بهره گیری از توابع تکینی غیر ممکت بود.
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 کاربرد توابع تکینی در محاس ه شیب و خیز

بعد از نوشتت معادلات نیروی برشی و لنگر خمشی بر حسب توابع تکینی می توان به سادگی از روش 

انتگراه گیری بهره گرفت و شیب و خیز در  ر نقطه را بدست آورد. تنها تفاوت کار در اینجاست که با توجه 

ی )به بورت معادله( و یک معادله نیز برای لنگر خمشی وجود دارد ، به اینکه برای کل تیر یک نیروی برش

 مراحل کار مختصر و ساده تر گشته است که با مرور مثاه زیر روشنتر می گردد.

 

 
 

𝑉(𝑥) =
𝑃𝑏

𝑙
− 𝑃 < 𝑥 − 𝑎 >0 

𝑀(𝑥) =
𝑃𝑏

𝑙
𝑥 − 𝑃 < 𝑥 − 𝑎 >1 

می دانین :   

𝑀

𝐸𝐼
=

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 → 𝐸𝐼.

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑀(𝑥) =

𝑝𝑏

𝑙
𝑥 − 𝑃 < 𝑥 − 𝑎 >1 

𝐸𝐼.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑃𝑏𝑥2

2𝑙
−

𝑃

2
< 𝑥 − 𝑎 >2+ 𝑐1 

𝐸𝐼. 𝑦 =
𝑃𝑏𝑥3

6𝑙
−

𝑃

3
< 𝑥 − 𝑎 >3+ 𝑐1. 𝑥 + 𝑐2 

 اعماه شرایط مرزی:

{
𝑥 = 0
𝑦 = 0

  → 0 = 0 − 0 + 0 + 𝑐2 ⟹ 𝑐2 = 0 

{
𝑥 = 𝑙
𝑦 = 0

  → 0 =
𝑃𝑏𝑙3

6𝑙
−

𝑃

3
(𝑥 − 𝑎)3 + 𝑐1. 𝑙 

𝑐1 =
𝑝

3𝑙
(𝑙 − 𝑎)3 −

𝑃𝑏𝑙

6
 

دد. جنانچه ق لا دیدید با استفاده از انتگراه نیز معیت می گر 𝑦و   θ، معادلات  𝑐2و  𝑐1با مشخص شدن 

( حادث می گشت که پیدا کردنشان نیز ساده ن ود.  𝑐1و  c2و  c3و  c4تا ثابت ) 4گیری معمولی ، حداقل 

 تا ثابت پدیدار گشته و به سهولت محاس ه می گردد. 2در بورتی که با ایت روش 
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 تبدیلات تنش-9

با  )تحت زاویه نظر بگیرید . ننانچه قرار باشد تنش در  ر راستاییالمانی را در  9-1 مانند شکل 

بهره  9-3تعاده جز سطحی مثل شکل  زمحاس ه گردد می توان ا((9-2محور  ای اولیه )شکل 

 گرفت.

 

 . المان تحت تنش  ای قاین و برشی9-1شکل 

 

 

 با محور  ای اولیه . تنش  ا در راستایی تحت زاویه 9-22شکل 
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 : 9-3نوشتت معادلات تعاده در ارت اط با جز سطح شکل با 

 

 9-3شکل 

 

 
 می دانین:

Cos  2 =(1 + Cos (2) ) /2  
 

Sin 2 =(1 - Cos (2) ) /2  
 

Sin  Cos  = Sin (2) /2  

A x = A  . Cos (  )  
 

A y = A . Sin (  )  
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 از حل معادلات فوق

     = 

  زاویه محور دوران یافته با محور اولیه 

 

   
2


  زاویه محوران د.ران یافته با محور اولیه

 

 

 ملاحطه می شود:

 

برای رسیدن به تنج  ای اب ی از روابط حابل بر   .شودگفته می نامتغیر تنشایت حابلکه به

 حابل مقادیر تنش محاس ه می گردند. یعنی:  مشتق گیری کرده و بازای  حسب 

                                  

 



yx

xy
tag




2
2 

cte
yxyx


 

    
 2 cos 2 sin 

2 
/ / 𝑥𝑦 

y x 

y x 
 

 
  

      
 2 sin 2 cos 

2 2 

/ 
𝑥𝑦 

y x y x 
y  

 
 

 
 

      
 2 sin 2 cos 

2 2 

/ 
𝑥𝑦 

y x y x 
x  

 
 

 
 
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2

2

2

2sin

xy

xy

yx




















 

 

2

2

2

22cos

xy
yx

yx






















 



 

 حابل می شود. ای اب ی تنش 2یعنی در ازای مقادیر فوق برای 

2

2

minmax, 22
xy

yxyx



 













 



=principal  stresses 

    

                                                 principal planes of  stresses ای برشی حداکثرتنش 

         02sin22cos0  



 xy

d

xyd
yx

 

xy
tg

yx





2

2


 

2

2

minmax, 2
xy

yx



 













 
 

2

 yx


= 

که زاویه بیت بفحات تنش  از مقادیر به دست آمده برای زوایای تنش  ا می توان نتیجه گرفت 

 روی بفحات تنش .باشد درجه می 45برشی حداکثر و یا حداقل با بفحات تنش اب ی مساوی 

روی بفحات تنشی برشی حداکثر تنش قائن معاده   ولی اب ی  یچ گونه تنش برشی وجود ندارد

 
2

 yx


0 کرد مگر اینکه   اثر خوا د yx
 .باشد
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 با توجه به معادلات تنش اب ی و تنش برشی می توان  ثابت کرد که:

 

 داده می شود. حیضکه بیانگر معادله دایره می باشد که نحوه رسن آن در ادامه تو

 

 رسم دایره مور )روش گام به گام(

 

 9-4شکل 

2 

2 

2 

2 

2 2 
xy y x 

y x y x 
x   

    
  

 
 

 

 

 
 

 

  
    

 
 

 

 

 
 

 

  
 
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 :9-4با توجه به شکل 

  ای تنش طرح جز سطح بهمراه مولفه -1

 تعییت دستگاه مختصات متعامد برحسب   -2

 ای فشاری  ای کششی مث ت و تنشاز م دا، تنش تعییت مرکز دایره: به فاب ه  -3

 شود.منفی منظور می

   

بر روی  به مختصات  yو نقطه  به مختصات  xتعییت نقطه  -4

در حالت کششی مث ت و در حالت فشار منفی  ستند.  محور ای مختصات :

وقتی مث ت است که بر وجه راست جز انتخابی و به طرف بالا باشد و در حالت  علامت 

در بالای آن قرار  yو نقطه در پاییت محور  xمث ت باشد نقطه  عکج منفی است. اگر

 .گیردقرار می  در پاییت محورyدر بالا و xمنفی باشد  گیرد بالعکج اگر می

 3ای است که در مرح ه نقطه با محور  حابل بهن محل تلاقی خط x,yبا اتصاه دو نقطه  -5

ی مور است. طوه شعاع  مان دایره و شعاع Cای به مرکز بدست آمده است دایره

 آید.بدست می زیر شود از رابطهگیری زاویه در نظر گرفته میکه به عنوان م دا اندازه 

 

 کندکه:قطع میA,B ای  را در نقطهدایره ترسیمی محور  -6

2

 yx


 xy
,







C X



2 
2 

R 

2 
xy 

y x 
 

    
 
 

 

 

 
 

 

  
  

C X 

xy  

xy  

xy  

  xy 
y   ,   xy 

x    , 

2 

  
 

y x 
oc 

 
  

  
x xy , 
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oA= 

 

tg 

 ای ماکزیمن بدست از لحاد مقدار مساوی یکی از زوایا است که برای تعییت تنشXCAزاویه 

د د از را در شکل ) ( نشان میAکه امتداد بفحه اب ی مربوط به نقطه . بنابرایت زاویه دآم

آید برای حالتی که تحت مطالعه است دورانی برروی دایره بدست میXACنصف کردن زاویه 

نیز برای OX ای ساعت است. محور کند و در خلاف عقربهمنط ق میCAرا روی CXکه 

  دوران کندXCAنصف   ای اب ی باید در  مان جهت ولی به اندازهرسیدن به محور تنشی

 منحصر به فرد است  دایره مور-7

مربوط به A,Bدر دایره مور مربوط به بفحات تنش برشی حداکثر و نقاط D,Eنقات  -8

 ای که بفحات تنش شودنتیجه می ،عمود بر  ن  ستند AB,OEباشند نون بفحات اب ی می

 سازند.درجه می 45 ای برشی حداکثر زاویه اب ی با بفحات تنش

 

 قرارداد علامت در دایره مور 

 ای وقتی که تنش برشی موثر بر یک وجه مع وم تمایل به دوران جزء سطح در جهت عقربه

 ای گیرد در مورد تنشمی قرار محور  بالایساعت را دارا است، نقطه مربوط به ایت وجه در 

 ای ی مث ت و تنش ای کششگیرد  یعنی تنشقائن  مان قانون  میشگی مورد استفاده قرار می

 (.9-5)شکل شوندفشاری منفی در نظر گرفته می

. 

R
ave
 max

oB R
ave
 max

   


yx

xy
XCA




2

 1





230 

 

 

 9-5شکل 

 نتایج

 ا  یچ گونه تنش باشد  مراه با  ر کدام از ایت تنشمی بزرگتریت تنش قائن ممکنه  -1

 برشی وجود ندارد.

است در روی  ر کدام از ایت بفحات تنش برشی ماکزیمن برابر شعاع دایره نیز  -2

 یک تنش قائن معاده 

ایجاد  xyشود و  یچ گونه تنش برشی در بفحه دایره مور ت دیل به نقطه میاگر  -3

 شود )فشار ایستایی مایعات(نمی

 ..شودخالص پیدا می حالت برش اگر   -4

 

  .باشددارای تقارن می دایر مور نس ت به محور -5

 1

2

21  

2

21  

 21


0 yx

cte
yxyx






  21


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 مط و  است::مثاه

  ا در بفحات اب ی الف( تنش

 برشی حداکثر و بفحات مربوطه  ی ا ( تنش

  ای مربوطهج( ترسین نتایج در روی جز سطح

 برای حالتی که:

=30Mpax 

=30Mpay 

=0.0Mpaxy 

 

 

 9-6شکل 
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 مط و  است::مثاه

  ا در بفحات اب ی الف( تنش

  ای برشی حداکثر و بفحات مربوطه  ( تنش

  ای مربوطهنتایج در روی جز سطحج( ترسین 

  ای ساعتدرجه دوران در جهت خلاف عقربه 31 ا بعد از تنش د(

 برای حالتی که:

 

=100Mpax 

=60Mpay 

=48.0Mpaxy 

 

 9-7شکل 
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 مط و  است::مثاه

  ا در بفحات اب ی الف( تنش

  ای برشی حداکثر و بفحات مربوطه  ( تنش

  ای مربوطهسطحج( ترسین نتایج در روی جز 

  ای ساعتدرجه دوران در جهت عقربه 15 ا بعد از تنش د(

 برای حالتی که:

 

50Mpa-=x 

=10.0Mpay 

=40.0Mpaxy 

 

 9-8شکل 
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 مط و  است::مثاه

  ا در بفحات اب ی الف( تنش

  ای برشی حداکثر و بفحات مربوطه  ( تنش

  ای مربوطهج( ترسین نتایج در روی جز سطح

  ای ساعتدرجه دوران در جهت عقربه 45 ا بعد از تنش د(

 

Mpa0.0=x 

=0.0Mpay 

=40.0Mpaxy 
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 .ت دیلات کرنش11

 

dd XXX
AA . 

dd YYY
AA . 

dYXY
AA . 

OABC: جز سطح اولیه  

 CBAO  جزء سطح تغییر شکل یافته

 COSAASINAACOSAAd XX



. 

 
 COSSinCOS

d
d

d
d

d
d

X

YXY

X

YY

X

XX

X








.
.

. 

 :از طرفی

d
d

X

X



cos   و
d
d

X

y
Sin



     و
dx

dy
tg  

  2sin
2

sin. 22 xy
COS

YXX





 




 2
22

21

2

21
Sin

xyCOSCOS
YXX










 








 



      




 2
2

2
22

Sin
xy

COS
yxyX

X











      I 

:در نتیجه  




 2
2

2
22

Sin
xy

COS
yxyX

y











      II 

  cte
yxyx


 I+IIمتغیر کرنش 
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 کردن کرنش برشیمشخص 

 براساس شکل فوق AOB ییر در زاویهیمیزان کرنشی برشی برابر است با : تغ

 

 ی تغییر در زاویهOAB 

dd XX

oA
tg




*

  

d X

SinAACoSAASinAA







 

  sincos
.

sin.
.

d

d

d
d

d
d

X

Yxy

X

YY

X

XX



  

 
2sincos.sinsin.cos. xy

yX
 

   
2sincos.sin. xy

yX
 

yd

oB
tg


  

d y

BBBBCOSBB









cossin 

yd

dyxydd yyxx





 


 cos..cos

 

 
2coscos.sincossin. xy

yX
 

   
2coscos.sin. xy

yX
 

   
22 sincoscos.sin.2  xy

yX
 yx 

   2cos2sin. xyyx
yX

 
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 رسن دایره مور 

مشخص کردن  -1












 
2

,
xy

x
X و ترسین دایره با مشخص کردن مرکز                       و

 (به محور xy)ناشی از انقطاع قطر 

2-  

3- مث ت حالتی است که ض ع مربوطه به X
 ای ساعت و ض ع مربوطه به در خلاف عقربه

 y
به ع ارتی دیگر اگر   ای ساعت دوران کرده باشد. ا(در جهت عقربهy)موازی محور 

مربوطه  ای ساعت داده شود؛ نقطه تغییر شکل موجب دوران ض ع داده شده در جهت عقربه

 گیرد.در بالای محور افقی قرار می

  ای حداقل و حداکثر    تعییت کرنش -4

     RR
aveave
  minmax

,........ 

  ای حداکثروحداقل  ای مربوط به  کرنشزاویه تعییت -5

 

 باشد. ای دوران یکسان می ا در دایره مور بوده و جهتزوایای ممان نصف زاویه -6

 محور ای اب ی کرنش؛ منط ق بر محور ای اب ی تنشی  ستند. -7

8-   22

max
2 xyR

yx
  

 

y 
 

  
 
 

X 

xy 
tg 2 

  
 

 

2 

  
 

 

 
  

 

 

 

 
 

 

  
 

 
 

 

2 2 
, 

2 

2 
xy Y X y X 

R oc     

  
 

 

 

  
 

 

   

2 
, 

xy 
Y Y  
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 مط و  است::مثاه

  ای اب ی الف( کرنش

  ای برشی حداکثر و بفحات مربوطه  ( کرنش

  ای مربوطهنتایج در روی جز سطحج( ترسین 

  ای ساعت درحالتی که:درجه در جهت عقربه 15 ا تحت کرنش د(

=400micronx 

=0.0microny 

=400Radianxyγ 

 

 

 

 11-2شکل 
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در   ای ساعت دوران کرده بنابرایت نقطهدر جهت عقربه با توجه به اینکه ض ع مربوط به

 گیرد.در پاییت محور افقی قرار میگیرد و به دلیل مشابهی نقطه بالای محور افقی قرار می

 

 

و محور کرنش اب ی  باشد بنابرایت زاویه محورمی 45معاده  زاویه بیت محور افقی و

 باشددرجه می2295

 

 

 

 

 کرنش  مراه با کرنش برشی برابر  ست با:

 

 

 

6

3

6

10400
1010

104 













 x

0 y

610200
2


xy

 x
x

y

610200
2








yx

ave
oc

    62626 102831020010200  R

cxx

  66 1048310283200   R
avex 

66 1056610283
2

  


xy

xy
R

610200  oc

  66 108310283200   R
avey 
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 مط و  است::مثاه

  ای اب ی الف( کرنش

  ای برشی حداکثر و بفحات مربوطه  ( کرنش

  ای مربوطهج( ترسین نتایج در روی جز سطح

  ای ساعت درحالتی که:درجه در جهت خلاف عقربه 31 ا تحت کرنش د(

micron0.0001 -=x 

micron0.0011 =y 

Radian0.0002- =xyγ 
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 کند.را به روی محور اب ی منتقل میای که محور زاویه

 

  ای ماکزیمن برسد. ای ساعت دوران کندتا به کرنشدر جهت عقربه محور 

 

 برروی دایره 9916

 

 

 

 

00012.0 x

00112.0 y

610628
2

00112.000012.0

2








 yx

oc

  62

2

1062800010.0
2

00112.000012.0 






 
R

666

max
1011281062810500   R

ave

666

min
101281062810500   R

ave

16.92
124

20
2

11










yx

xy
tg

84.17016.9180 

cx

991616.990 

cx

58.49216.99 

66 1012561062822
2

  


RR
xy

xy
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 مط و  است::مثاه

  ای اب ی الف( کرنش

  ای برشی حداکثر و بفحات مربوطه  ( کرنش

  ای مربوطهج( ترسین نتایج در روی جز سطح

  ای ساعت درحالتی که:درجه در جهت عقربه 22.5 ا تحت کرنش د(

0.00080micron-=x 

0.00020micron-=y 

=0.00080Radianxyγ 

 

 

 11-4شکل 
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 زاویه محور با محور اب ی =

  ای ساعت()در جهت عقربهزاویه روی ممان با محور اب ی کرنش=

 روی دایرهبرشی حداکثر =زاویه محور با محور کرنشی 

 زاویه با محور کرنشی اب ی روی ممان=

 

 

 

 

 

 

00080.0 x

00020.0 y

00080.0
xy

0005.0
2

00020.00008.0



oc

0005.0
2

00080.0

2

00020.00008.0
22

















 
R

0.00005.00005.0
max

 R
ave

001.00005.00005.0
min

 R
ave

13.532
0006.0

0008.0
2

11










yx

xy
tg

87.12613.53180 

43.63287.126 

3686368613.5390 

43.18286.36 

0010.00005.022
2

 


RR
xy

xy
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 :یدایره مور برای محور ای اب  -11

 

 

 

 

dI Ax
y

2 

dI Ay
x

2 

dI Axy
xy 

 دوران کنند در دستگاه مختصات جدید: نس ت به حالت اوه خود به اندازه x,yاگر محور ای 

 ySinxX  cos  

 xSinyy  cos 

   
 dddddI AAAAAx

xyxyxyy  cossin2sincossincos 2222
2

2

 2sinsincos 22

IIII xyyxx



 

 
   2sin2cos

22 I
IIII

I xy

yxyx

x









 

   2sin2cos
22 I
IIII

I xy

yxyx

y









 

   2cos2sin
2 I
II

I xy

yx

yx



 

 

 . ای ساعت در نظر گرفته شده است در روابط فوق:جهت مث ت خلاف عقربه
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  ای اب ی و گور ای اب ی محور

  02cos22sin0  
 III
I

xyxy

x

d

d 

       
II

I
yx

xy
tg




2
1

2 

اگر  1
2cos, 1

2sin حسا  شده و در روابطI x
 جایگواری گردد: آن گاه: 

  I
IIII

I xy

yxyx

x
2

2

minmax, 22














 






 

 .شودمقدار لنگر ماند حاب ضر ،نس ت محور ای اب ی مساوی بفر می

 

 ترسیم دایره مور برای تبدیل لنگرهای ماند 

1-)xyI-,y),y(Ixy,Ixx(I 

 با محور خوابیده( xy)حابل از انقطاع cو مرکز xyرسن دایره به قطر-2

3- 

 شود گیری زوایا در نظر گرفته میبه عنوان م دا اندازه  cxشعاع -4

RR IIII aveave


minmax
,                                                              -5  

  است و جهت دوران یکی است.ی مور دو برابر زوایای محورزوایای دایره-6

 حابل از دوران در  مان جهت و به اندازه دو برابر و تعییت طوه و عرض 

 

  I2
 

I I I I 
I xy 

y x y x 
ave R oc 

 

2 

2 
, 

2 
 

 
 

 

 

 
 

 

  
 

 
 
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 روش های انرژی

 انرژی کرنشی ارتجاعی برای تنشی تک محوری

 (.12-1در محدوده ارتجاعی ارت اط تنش و کرنش یا نیرو و تغییر مکان خطی است)شکل 

 

 12-1شکل 

 

انرژی کرنشی رسید. ننانچه جز سطح لوا از مساحت زیر منحنی تنش و کرنش می توان به 

از یک می ه تحت بار محوری انتخا  شود با توجه به روابط تنش و  12-2کونکی  مانند شکل 

 کرنش و  ن ننیت نیرو و کار می توان نوشت:

 

 12-2شکل 
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 :کرنشی ارتجاعی برای تنشی تک محوری انرژی  لوا

dv

V
E

U
L

.
2

0

2


 

 نگالی انرژی کرنشی

 :کرنشی در تنش یک محوره برابر است باط ق تعریف نگالی انرژی 

2

.
0

 xx

dV

dU
U  

 (Modulus of  Resilence) ضریب فنریت

 بیانگر بازگشت پویری عضو تحت بار محوری بوده و به قرار زیر حسا  می شود:

Eyp 22 

 طاقت مصالح

 (.12-3)شکل سطح زیر منحنی تنشی کرنش کامل معیاری است از طاقت مصالح  

 

 12-3شکل 
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 حالت خمشی خالص:انرژی کرنشی برای 

 تیری در معرض خمش در نظر گرفته می شود: 12-4مطابق شکل 

 

 12-4شکل 

 از مطالب مربوط به فصوه ق ل می دانین:

=My/Ix 

 با توجه به روابط تنش و کرنش و  ن ننیت نیرو و کار می توان نوشت:

dxdA
EI

yM
udxdA

2

22

2
 









A

A

dAydx
EI

M

udxdAdU

2

2

2

2

 

xx
A

IdAy 
2 

dx
EI

M
dU

2

2

 

 پج:

 

dx
EI

M

I

My
vd

V
E

U

L

L

 


2
,.

2

22

0



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 :مط و  است انرژی کرنشی تیر نشان داده شده:مثاه 

  

 12-5شکل  

 M=F(x-L) 

 
  

dx
EI

LxF
U

L
2

0 2


  

 EI

LF

6

32


 

 :مط و  است انرژی کرنشی تیر نشان داده شده:مثاه 

 

 12-6شکل  
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EI

LP

EI

xP

dx
EI

xP

dx
EI

M
dx

EI

M
U

L

L

LL

96

12

8
2

2
2

2

32

2/

0

32

2/

0

22

2/

0

2

0

2













 

 

  ای برشیانرژی کرنشی ارتجاعی برای تنشی

با توجه به روابط تنش و می باشد لوا  12-7مثل شکل  (aتغییر شکل المان تحت برش)به اضلاع 

 کرنش و  ن ننیت نیرو و کار می توان نوشت:

 

 12-7شکل 

3

2

1
aU yxy 

G

Gu

xy

xyxyxyxy

2

;
2

1

2







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را در نظر بگیرین. به  dxdydzیک المان بسیار کونک به ابعاد  ه رگاه تنش برشی موثر بر وجو

 توان آنها را نمایش داد حالت زیر می

 

 12-8شکل 

 

کند برابر نیروی موثر بر وجه فوقانی ایت جزء کونک که از بفر تا یک مقدار شخصی تغییر می

 :است با

 

 (12-9تغییرمکان حاب ه به واسطه ایت نیرو برابر است با: )شکل 

 

 12-9شکل 

 

dzdx..
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dy. 

 روابط تنش و کرنش و  ن ننیت نیرو و کار می توان نوشت:با توجه به لوا 

 

 نگالی انرژی کرنشی به قرار زیر است:

2

.














 

d
d

v

uبرشی 

 
G

U
2

2

0


 

dv

V
G

L

U 

0

2

2

0



 

 :مط و  است انرژی کرنشی تیر نشان داده شده)برش را در نظر بگیرید(مثاه

 

 12-11شکل 

 

dx
AG

fT

dAdx
GA

T
U

forceshearTWheredAT

dV
G

udVU

xy

xy





 









2

2

2

2

2

1

2

1

;/

2

1





 

dv dy dz dx du . . 
2 

1 
. . . . 

2 

1 
      
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لنگر پیچشی ثابتی ی استوانه، توپر ارتجائی که تحت تاثیر :انرژی جو  شده توسط یک می همثاه

 قرار دارد را تعییت کنید. نتیجه را بر حسب حداکثر تنش برشی و حجن مصالح بیان کنید.

 

 

 12-11شکل 

 برابر است با: dvالمانی مطابق شکل انتخا  شود  C رگاه از مرکز شفتی به شعاع 

2dL 

 لوا با توجه به معادله انرژ ی کرنشی در برش:

Ldpp
G

dv

V
G

v

L

L

L C

P
U ..2.

.2

2

2
max

2

0

0


 

  

 
4

.
2

.
2

.
.2

.
2

4

2

2

max

0

3

2

2

max

0

C

C

L

G
dp

L

G

c

p
C

U
    

).
2

1
(

2

2

max vol
G

 
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سطح مقطع می ه توزیع شده بود مصالح می ه با  درتوضیح: اگر تنش برشی به بورت یکنواخت 

 کردند.در جو  انرژی شرکت می بیشتر کارایی

 

 انرژی کرنشی برای حالت تنشی چند محوری

 

zxzxyzyzxyxy  .
2

1

2

1
.

2

1
 

 :یا

   xzzyyx
E

v
zyx

Edv

du
U  ...

2

1 222

0
 

 

  ا با استفاده از روش انرژی )کار حقیقی(محاس ه تغییر شکل سازه

 محاس ه انرژی داخل عضو -1

 مساوی قرار دادن ایت انرژی یا کار خارجی انجام شده توسط بار ای خارجی)وارده( -2

 ایجاد ارت اط بیت انرژی داخ ی و کار خارجی -3

 شیبو تغییر مکان س هامح -4

 

 

 

  2 2 2 

2 

1 
zx zy xy       

2 . 
2 

1 
. 

2 

1 
. 

2 

1 
2 0 z y y x x  U dv 

du 
        
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 Lو طوه  Aی ارتجاعی با سطح مقطع ثابت :مط و  است تغییر مکان انتهای آزاد یک می همثاه

 Pدر اثر نیروی محوری 

 

 12-12شکل 

 ..
2

1
pwe

 

AE

lp

AE

Lpp .

2

.

2

. 2




 

AE

Lp
U

2

.2

0
 

: مط و  است تعییت زاویه پیچشی انتهای آزاد و یک می ه استوانه ارتجاعی نس ت به انتها مثاه

 گردد.به انتهای آزاد آن وارد می Tلنگر پیچشیگیرد در آن وقتی که می

 

 12-13شکل 

 

 ..
2

1
Twe

 

  
















 vol

G
vol

G
U

2

1

2

2

2

1
.

2
max

2

max  
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JG

LT
Lc

G

CT
U

I p
.2

.
..

2

1
.

.22

. 2
2

22

  

JG

LT

JG

LT
OT

.

.

.2

.
.

2

1 2


 

 

مط و  است تعییت تغییر مکان انتهای آزاد یک تیر با سطح مقطع مستطیل، ذز اثر نیروی :مثاه

 ای گردد  ن اثر تغییر شکل خمشی و  ن اثر تغییر شکلکه بر انتهای آزاد تیر وارد می pمتمرکز 

 برشی را در نظر بگیرید.

 

 12-14شکل 

 وقتی که نیرو  به طور تدریجی وارد گردد کار خارجی انجام شده مساوی است با:

 ..
2

1
pwe

 

 انرژی کرنشی شامل دو بخشی است: خمشی و برشی 

dx
EI

M
U bending

.
2

2

 

dv
G

U shear .
2

2



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 




 







 2

2

22
yh

I

p
 

,
2

,., 







 y

h
bAyAQ

It

VQ
bcs  









 y

hyh
yy

22

1

24
 





















 2

2

22
y

hb
Q 












































 2

2

2

2

22.

22
.

y
h

I

p

BI

y
hb

p

 

 تیر تغییراتی ندارد. پج  Lو طوه bتنش برشی فوق و پهنای yترازدر  ر 

dybLdv ..برشی 

 

 

 
EI

Lp

EI

dxpx
l

62

. 32

0

2






 

AG

Lp
dyLbJy

h
I

I

p

G
dv

G
U

h

hL

shear

V

5

.3
.

222

1
.

2

2

2
2

2

2

22

0






















 





 

 استy نون رشد المان در راستای 

bhA  

AG

Lp

EI

Lpp
UUw shearbendinge

5

3

62

. 232





 

برابر است با: لوا 
 

 

 
l

bending EI

dxM
U

0

2

2

.

AG

pL

EI

pL

5

6

3

3


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 مثاه: مط و  است تعییت تغییر مکان انتهای آزاد سازه نشان داده شده:

 

 12-15شکل 

 

 





7

1

2

22

1

i ii

ii

AE

LP
F 





7

1

21

i ii

ii

AE

LP

F 

EA=cte 
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



7

1

21

i

iB LP
FEA

 

 

 

 

 از حل سازه:

Forces  Length of 

Members 

Pi
2Li 

P1=-F L1=L0 F2 L0 

P2= F2  L2= 02L  2 22F  L0 

P3=-F L3=L0 F2 L0 

P4=-2F L4=L0 4F2 L0 

P5= F2  L5= 02L  2
22F  L0 

P6=F L6=L0 F2 L0 

P7=0 L7=L0 0 

Sum (7+42) F2 L0 

 

 

 

mm

mm
mmmmN

mmN

EA

FL

4.14

)250(/)70000(

)1000()20000(247

247

22

0








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 ای بارگذاری ضربه

ای با سطح مقطع یکنواخت برخورد نماید. به انتهای می ه 0vبا سرعت  m رگاه حجمی به جرم 

آید و بعد از  ایی در می ه به وجود میشود. تنشت عا در اثر ضربه؛ در می ه تغییر شکل ایجاد می

 ا آید و تمام تنشو مدت کوتا ی ارتعاش به حالت سکون در می mرسیدن به مقدار ماکزیمن 

 ای گویند ری را ضربهناپدید خوا د شد ایت شکل بارگوا

 ایفرضیات اساسی در بارگواری ضربه

شود. بنابریت انرژی کرنشی تمام انرژی جسن ابابت کننده به طور کامل به سازه منتقل می-1

 برابر است با: mxبا تغییر شکل ماکزیمن  mUمتناظر 

2

0
2

1
mVum  

 شود که:ایت فرض به شرطی حابل می

 .شود :  یچ گونه انرژی در زمان ضربه ت ف نمی"اولا 

: جسن ابابت کننده ن اید پج از ضربه، بازگشت نماید.)لختی سازه در مقابل لحتی جسن "ثانیا

اه بوده و در عمل  یچ کدام از ایت شرایط ایده "ابابت کننده نانیز باشد. شروط موکور کاملا

 ت اساس ضریب اطمینان سازه را نیز بالا خوا د برد.شوند. از سوی طراحی بر ایبرآورده نمی

 .ای نیز معت ر است کرنش بدست آمده از آزمون ماده در مورد بارگواری ضربه -نمودار تنش-2

 تواند به بورت زیر بیان شود.پج انرژی کرنشی ماکزیمن جهت تغییر شکل سازه می

 dv
E

m
Um .

2

2 
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 دارین: 12-16در ارت اط با می ه یکنواخت نشان داده شده در شکل

 

 12-16شکل

 

𝑚 = √
2𝑈𝑚𝐸

𝑉
 

𝑚 = √
𝑚𝑣2𝐸

𝑉
 

 پج:

تنش ماکزیمن کونکتری  Eو مدوه یانگ کونک برای  Vای با حجن بزرگ نتیجه: با انتخا  می ه

 شود.حابل می

حالتی است که توزیع تنش یکنواخت  "توکر: رابطه به دست آمده برای محاس ه تنش ماکزیمن برفا

را که  مان  mpباشد. در اینگونه وارد)توزیع غیر یکنواخت تنشی( بهتر آن است که بار استاتیکی 

را  m مقدار متناظر mpکند محاس ه کنین و از ای را ایجاد میانرژی کرنشی ناشی از بارگواری ضربه

 در سازه حسا  کنین.

 

 v 
E 

m 
U m . 

2 

2  
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کند ) مانند ابابت می BCDمی ه نا یکنواخت  Bبه انتهای  0Vبا سرعت  m: جسمی به جرممثاه

باشد مقدار تنش ماکزیمن ایجاد شده در  CDدو برابر قسمت  BC( اگر قطر قسمت 17-12شکل

 می ه را حسا  کنید.

 

 12-17شکل 

AnA 2 

 EAn

Lp

AE

Lp

U
2

22

2

2

1

2

2

1




















 

AE

Lp

n

n
U

2
.

2

1 2

2

2
 

AE

L
Un

p
m

2

.
16

5
2  

AL

E

Al

AE UPU
P

mm

m

m

m

.
.

5

16
,

.
.

5

16
  

AL

Emv

AL

Emv
m

.
265.1

.
.

5

8
,

22

 

 بابرسی دو مورد موکور: 

 می ه یکنواخت در

V

EU m

m

.2

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در می ه غیریکنواخت
 

V

EU m

m

.8
  

 

 و اگر موارد دیگر نیز حل شود خوا ین دید که:

 تنش ماکزیمن با ریشه دوم موه کشسانی ماده متناسب است.-

 تنش ماکزیمن با ریشه دوم حجن عضو تناسب معکوس دارد. -

ای که برای زه، سازه ا در ساای با توجه به توزیع تنشبنابرایت در طراحی براساس بار ای ضربه

 شود باید ویژگی زیر را داشته باشد.ای طراحی میتحمل بار ضربه

 دارای حجن بزرگی باشد.-1

 ای با مدوه کشسانی کونک و استحکام تس ین بزرگی ساخته شده باشد.از ماده -2

  ا در حد ممکت در طوه آن یکنواخت توزیع شود.دارای ننان شک ی باشد که تنش-3

 

 انرژی برای حالت اعمال چند بارو کار 

حسب بار ا و تغییر  دف از ایت بخش بدست آوردن انرژی کرنشی سازه تحت تاثیر نند بار، بر

  ای حابل می باشد.مکان

PPگیرین. انرژی کرنشی تیر مساوی است با کار را در نظر می ABتیر کشسانی  مانند  21
,

CCکه ایت بار ا به آ ستگی به ترتیب در  نگامی 21
شوند. ابتداء تغییر مکانهای بر تیر وارد می,

XX 21
PPرا برحسب بار ا , 21

 (.12-18کنین)شکل بیان می,
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 12-18شکل 

 

وارد شود و تغییر مکان  Pکنین که ابتدا بار فرض می12-19و شکل 12-18با توجه به شکل 

PCمتناظرش را در نقاط 12
P2حسا  کنین و در خصوص بار  ,

 نیز بهمیت منواه:  

 

 

 12-19شکل 

 

 توان نوشت:پج با توجه به اینکه بار با تغییر مکان متناسب است بنابرایت می

P1بواسطه بار  1تغییر مکان نقطه 
 

PaX 11111
. 

P1بواسطه بار 2تغییر مکان نقطه 
 

PaX 12121
. 
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aa 1121
 ا به ترتیب نشان د نده تغییر ایت ثابت شوند. ایی  ستند که ضریب تاثیر نامیده میثابت,

CCمکان در نقاط  12
C1در نقطه  ستند وقتی بار واحدی,

 ای  ا، مشخصهایت ثابت  اعماه شود. 

P2 ستند حاه اگر بار  ABتیر 
 بر تیر وارد شود آنگاه: 

P2بواسطه بار  1تغییر مکان نقطه 
 

PaX 21212
. 

P2بواسطه بار 2تغییر مکان نقطه 
 

PaX 22222
. 

aaایت ایت بار  1222
CC ای نقاط بیانگر تغیر مکان , 12

ی  ستند وقتی که بار واحدی به نقطه ,

C 2
 شود. با استفاده از ابل جمع آثار:وارد می 

papaXXX 212111121111
..  

papaXXX 22212122212
..  

PPبرای محاس ه کار انجام شده توسط بار ای  21
بهتر آنست که  یا محاس ه انرژی کرنشی تیر,

P1فرض کنین نخست بار 
C1به آ ستگی در نقطه  

 ( 12-21شود )شکل وارد می 
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 12-21شکل 

P1بنابرایت کار
 برابر است با:  

  2

1111111111
.

2

1
..

2

1
.

2

1
PaPaPXP  

P2و 
Cدر  نگام حرکت  2

Xبه اندازه  21
P2د د. زیرا  نوز بار  یچ کاری انجام نمی 

وارد  

P2نشده است. حاه به آ ستگی 
Cبر نقطه   2

شود و کار انجام یافته به واسطه آن برابر وارد می 

 است با:

  2

2222222222
.

2

1
..

2

1
.

2

1
PaPaPXP  
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P2در ایت بخش باید توجه داشته باشین که  مزمان با تاثیر بار 
Cبر نقطه   2

P1؛ نقطه اثر بار 
به  

Xاندازه  12
P1د د. در طوه ایت جابجایی بار ن داده و کار انجام میتغییر مکا 

بطور کامل وارد  

 شود و کار انجام یافته توسط آن در ایت مرح ه برابر است با:می

  PPaPaPxP 21122121121
.....  

 با جمع زدن کارایی انجام شده:

 2

2222112

2

111
..2

2

1
PaPPaPaU 

 

 

 

 12-21شکل 
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P2شد، یعنی ابتدا بار اگر ترتیب اثر بار ا عوض می
P1و بعد از آن بار 

وارد شود با انجام  

 محاس اتی ش یه آنچه که گوشت، ع ارت زیر را برای انرژی کرنشی بدست خوا ین آورد.

 2

1111221

2

222
..2

2

1
PaPPaPaU  

 خوا د بود. 12-21و نحوه تغییر سازه با شکل 

aa 2112
 

 یابین که:میبا مساوی قرار دادن دو ع ارت بدست آمده: در

C1تغییر مکان ایجاد شده در  
Cتوسط بار واحد وارد شده در   2

است با تغییر مکان ایجاد  مساوی 

Cشده در  2
C1توسط بار واحد وارد شده در  

د د م دأ آن جیمز . ایت ایت پدیده را به افتخار می

 نامند.می، قضیه اثر متقابل ماکسوه 1ماکسوهک رک

را که در معرض نند بار قرار دارد به بورت  ایسازه Uتوانین انرژی کرنشی در واقع اکنون می

توانین برای یافتت تغییر مکان جنیت بار ا بیان کنین. ولی از قضیه کار و انرژی نمی تابعی از ایت

روی Uبا انتگرالگیری از نگالی انرژی کرنشی  Uای استفاده کنین. نون محاس ه انرژی کرنشی سازه

سازه و جایگزینی ع ارت بدست آمده در ع ارت بدست آمده در معادله اخیر، تنها یک معادله با 

 aتوان از آن جهت پیدا نمودن ضرایب گوناگون مجهولات بیشتر را ارائه خوا د داد که به تنهایی نمی

 بهره برد.

 

 

                                                 

James Clerk Maxwell- 1 
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 Castigliano’s theoremقضیه کاستیگ یانو

PPبا توجه به قضیه تقابل ماکسوه در ارت اط با تیر تحت تاثیر بار ای منفرد  21
,: 

 2

2222112

2

111
..2

2

1
PaPPaPaU  

aaaکه در آن  111221
CC ای تاثیر مربوط به نقاط اثر بار ای ضریب ,, 12

  ستند.  ,

 ضمت یادآوری:

  

P1از معادله فوق نس ت به 
 گیرین.مشتق می 

XPaPa
P

U
1212111

1

.. 


 

P2حاه از معادله جاری نس ت به 
 گیرین.مشتق می 

XPaPa
P

U
2222112

2

.. 


 

PPPnای کشسانی در معرض بار سازه تر، اگربه طور ک ی 12
نقطه  xjقرار گیرد تغییر مکان  ,......,,

توان به بورت مشتق جزئی انرژی گیری شود، میاندازه Pjرا، که در امتداد خط اثر  Pjاثر بار 

 بیان کرد. یعنی: Pjکرنشی سازه نس ت به بار 

P
X

j

j

U




 

 ای خمشی و پیچشی به  ایی که تحت تاثیر کوپلاست در سازه 2که  مان قضیه کاستیگ یانو

 توان از روابط زیر استفاده کرد.اند، برای تعییت شیب در نقطه اثر کوپل میآ ستگی قرار گرفته

                                                 
  )مهندسی ایتالیائی آل رتو کاستیگ یانو( )1884-1847( 2

aa 2112




270 

 

M j

j

U




 

 و

 

 قضیه کاستیگ یانو

 

 

 

به بار   گیری نس تشود اگر دیفرانسیلبوسی ه قضیه کاستیگ یانوساده می توکر: محاس ه تغییر مکان

 زنی انجام شود. به عنوان مثاه در حالت خمشی:گیری یا عمل جمعق ل از انتگراه

dx
EI

M
U

l

.
2

0

2

 

 نقطه اثر بار  برابر است با: تغییر مکان

dx
M

EI

MU

PP
X

j

L

j

j 







  .

0

 

 iFو نیروی داخ ی  Aمساحت مقطع  Lعضو یکنواخت به طوه nدر مورد خربائی که متشکل از 

 آید: است، انرژی کرنشی خربا به بورت زیر بدست می





n

i i

ii

EA

LF
U

1

2

2

. 

 به بورت زیر قابل محاس ه است:jPنقطه اثر بار jXغییر مکان ت






j
j

U


P
X

j

j

U






M j

j
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j

i
n

i i

ii

j

j P

F

EA

LFU

P
X 







 



.
1

 

تغییر مکان و  می توانمجازی  و لنگر ای  ابا استفاده از بار در تقاطی از سازه که بار خارجی ندارد،

شود که گرفتین که محاس ه تغییر مکان در بورتی ساده می .  مچنیت یاددشیب را در به دست آور

 یری نس ت به بار دیفرانسیل بگیرین.گق ل از انتگراه

 

قرار گرفته است: مط و  است تغییر شکل خمشی نقطه اثر  P: تیری که از وسط تحت تاثیر بار مثاه

 .نیرو

 

 12-22شکل 
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dx
EI

M
l

U .
2

0

2

 

dx
P

M

EI

MU
L

P
..

0








  

2
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2









M
xM 

EI

L
dx

I

x
x

L

48
.

4
2

32

0

2 





  

 در امتداد افق: A: مط و  است تغییر مکان نقطه مثاه

 

 12-23شکل 

 

 ای ترکیب د نده را توان قسمتبنابرایت میبا توجه به اینکه تابع انرژی کمیتی عددی است، 

 بصورت مجزا معادله انرژی نوشت و جمع زد:

 Cتا  Bاز نقطه 

 

 

 Bتا Aاز نقطه 

 

,.
4

L


4
,

L





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xx 



 ,. 

   dx
LL

EI
dxxx

U
L

L

P















 








  44

1
.

1

0

4

0

 

EI

L

192

13 3
 

در نظر  Aخواستند؛ قطعا باید یک نیروی فرضی قائن در نقطه را می Aاگر تغییر مکان قائن نقطه 

 گرفته می شد.

امتداد مورد نظر برای محاس ه تغییر مکان، یک نیرو با مقدار مع وم : در مواردی که در نقطه و 1توکر 

کنین و س ج از تعییت تغییر مکان بر حسب پارامتر، به وجود داشته باشد آن را ت دیل به پارامتر می

 د ین.جای آن مقدار مع وم را قرار می

 ای وده و  ن ننیت روش ا و شیب مشهود ب ای انرژی در محاس ه تغییر مکان: برتری روش2توکر 

انرژی از قرارداد ای علامت لنگر و نیروی برشی و  ن ننیت م دأ  ر قسمت و یا قطعه از سازه 

ای در عمل مورد استفاده قرار  ای انرژی به نحو گستره ا روشباشد و با توجه به ایت مزیتمی

 گیرد.می
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 د د.خود افزایش می وزنای که تحت تاثیر : انرژی کرنشی در می همثاه

 

 12-24شکل 

AE

dx
du

2

2
 

 ..x 

 
E

L

AE

dxx
duu

L L

62

32

0 0

2





   

 

 :مط و  است خیز انتهای آزاد تیر نشان داده شده:مثاه

 

 12-25شکل 

 مان تغییر شکل در تیر باشد. استاتیکی که قادر به ایجاد  Pنیروی 



275 

 

 

کار وزنه  hw 

   ..
2

1
hw 

 


 h
w2 

 
EI

L
h

w

3

2 3












 

 شد:حالت استاتیک و تدریجی وارد میبه Wاگر بار

EI

wL
st

3

3

  

02.22  stst h  

ststst h 2
2  

 (و به بورت ناگهانی وارد شود.h=0یا  ر بار دیگری در انتهای تیر از ارتفاع بفر) Pاگر بار 

0h  

sthence  2,  

 منتهی در وسط تیر ساده وارد گردد: hاز ارتفاع  Pاگر در مثاه ق ل بار 
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 
2


hw  

 





hw2  

 مقدار خیز وسط تیر در حالت ایستا برابر است با:

EI

pL

48

3

  

 
EI

Lhw

48
.

2 3




  

EI

wL
st

48

3

  
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 آورید. داده شده زیر را بدستمثاه: معادله منحنی خیز تیر ساده نشان 
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 در مثاه ق  ی مقدار شیب در انتهای راست را بدست آورید:

dx
M

M

EI

M

M

U
L

..
101 







  

xکه:
L

M
xRM 1

1.  

L

x

M

M






1

 

 
EI

LM
dx

EI

L
x

L
xM

L

3
. 1

0

1











   

 

سقف متصل بوده و آویز شده است:مط و  است ای مخروطی مطابق شکل از طرف قاعده به می ه

 خود: میزان تغییر مکان انتهای آزاد می ه تحت تاثیر وزن
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 مط و  است محاس ه خیز افقی نقطه اثر نیرو در تیر نشان داده شده :مثاه
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 ا ای معیتپانرژی تغییر شکل در خر
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نیروی داخ ی iمساحت مقطع  ilیکنواخت به طوه nائی که متشکل از رپروابط فوق در مورد خ

F است. انرژی کرنشیU.به حالت فوق است 
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   نیرو ای Aشوند و با در نظر گرفتت تعاده گره تعییت می AC,CDوار نیمه Cبا نوشتت تعاده گره
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 شود:مشخص می  BDمقدار نیروی Dبا نوشتت تعاده گره ِ

00  BDy FF 

 عضو خربای مورد نظر تحت بار  ستند: 3شود که فقطمحاس ات مع وم میبا توجه به 
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 : ی ر استاتیک لکاربرد قضیه کاستیگ یانو در حل مسائ

  ا؟: نیرو ای بوجود آمده در می همثاه

 شوند. ای  ی ر استاتیک در نظر گرفته میه ا به عنوان مجهونیرو ای بوجود آمده در می ه

 نیروی قائن=نیروی داخ ی 

 

 

 Yنیروی داخ ی نیروی مایل= 

 باتوجه به تعاده نیرو ا در راستای قائن:

0cos2  Y 

 




cos2


Y 

 ای قائن باشد: انرژی انرژی تغییر شکل در می ه 2U ای مایل وانرژی تغییر شکل در می ه1Uاگر 

 تغییر شکل کل سیستن برابر خوا د بود:












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 

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cos2
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LL
UUU



 

 -مساوی  برحسب  1Uمشتق انرژی  به طرف پاییت باشد. Oتغییر مکان واقی گره  اگر 

است.  در جهت عکج تغییر مکان  خوا د شد زیرا نیروی  2U نیز برابر با  خوا د

 شد.
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


UUU 

در می ه اضافی انرژی تغییر شکل مجموعه را به  کنین که اندازه واقعیبدیت ترتیب ملاحظه می

 رساند.حداقل می

 معادلش را بنویسین خوا ین داشت:  Uحاه اگر در ع ارت فوق به جای 

 
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.
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 

توان استدلاه مشابه نمود و گفت: که ایکه دارای یک می ه اضافی است مینتیجه: در مورد  ر مجموعه

 گردد.من شدن انرژی تغییر شکل مینینیروی داخ ی ایت می ه اضافی س ب می

که سر دیگر آن روی نند غ طک  گا ی برای تیر یک سر درگیرمط و  است تعییت نیروی تکیه: مثاه

 قرار گرفته است.
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گاه خابی را زائد براساس ایت ق یل مسائل با استفاده از قضیه کاستیگی یانو: نیرو ا یا گشتاور ای تکیه

کنین و با استفاده از: ابل را بر حسب ایت کمیت محاس ه می Uگیرین که پج از آن در نظر می

 شود. ا توسط قید ای اضافی مسأله حل میحداقل نمودن تغییر مکان

 مراحل: 

 گا ها در دو تا فرض اضافی بودن یکی از تکیه-1

 معده گاه با بار جایگزینی تکیه -2

 ع ارت انرژی کل  -3

 قضیه کاستیگ یانو -4

 گا یشرایط مرز و تکیه استفاده از -5

 مط و  است: 

 الف: خیز عمودی نقطه وسط تیر نشان داده شده:
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  :شیب در ایت نقطه را نیز حسا  کنید.
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 را حسا  کنید. Dدر قا  شکل زیر با توجه به بارگواری انجام یافته، جابجائی افقی نقطه مثاه:
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مطابق شکل وارد  Pای مطابق شکل در دو انتهای مفصل گشته و نیروی معاده می ه خمیدهمثاه:

 ای افقی مفابل العملکند. مط و  است محاس ه عکجرا تحمل می Pگردد و نیرویی معادهمی

 :Pبه اضافه خیز قائن عمل اثر نیروی

 

   01M 

  


sincos
2

HRRRM  

2
,


and                sinR

H

M




 

H

u

Q

M
H









دانینمی 

    




RdRHRRR
H

u
H sin.sincos

2

2
2

0

















  

0sincossin.
2

sin
2

2
2

0

2

0

2

0

2333 

















   

  







dHRdRdR 




H 

 ادامه: پیدا کردن خیز قائن نقطه اثر نیروی 

: 



288 

 

  


sin.cos
2

RHRRM  

  






sincos

2
RRRM  

  





sincos
2

1 R
RR

M




 






Rd
MMu

..2
2

0










  

    












Rd
R

RR
R

RR .sincos
2

1
.sincos

2
.

1
2

2

0





















  














 1

2

3

8

3. 3



R 

 

 کند. مط وبست.را در راستای قطر قائن تحمل میpح قه مدور  مانند شکل دو تا نیروی مثاه:

 Aمقدار لنگر خمشی در نقطه  -الف

 cdافزایش طوه قطر  - 

 

 

 

 

 وجود ندارد. A,Bدر نقاط  Angular Rotationای قابل ذکر است که  یج نوع دوران زاویه
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به بورت فشاری بارگواری شده است، اگر حد  4050مقطع مستطیلستون دو سر مفص ی با 

توان برای ایت ستون در نظر گرفت باشد حداکثر طولی که می Mpa 231تناسب جنج ستون

 حسا  کنید.

Mpayحد تناسب =. 230 

2200  GNmE 

min?لر استفاده کرد .وبه شرطی که بتوان از معادله ا l 
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 باشد باربحرانی و تنشی بحرانی را حسا  کنید. L=2mاگر در مثاه 
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 شرایط مرزی مخت ف توضیح داده شود.ق ل از حل بایستی در ارت اط با 
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MPaallکنند. اگراز محور  ندسی قطع می eفاب ه  80 وGPa200  مط و  است
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را حمل کند: اگر  kN900باید بار مرکزی  m5.4ستونی به طوه موثر

MPayGPa 350,200    تیر با پهنی با عمق استخرmm251 را که باید در ایت ستون به کار

 برد انتخا  کنید:
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 کنین:حاه تیر ای مخت ف را امتحان می

 58250wدر ارت اط با:

memmymm
Lr 5.4,3.50,7420 2  

c
e C

r

L
 8946

0503.0

5.4 

842.0
2.106

46.89


cC
r

L

 

    091.1842.0
8

1
842.0

8

3

3

5
.

3
SF 

  MPa
MPa

all 29.118842.0
2

1
1

91.1

350 2









 

kNkNmMPa 9008781042.729.118 2
3   

 را تحمل کندkN900تواند بنابرایت نمی
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شود اگر تغییر مکان نقطه مرکزی می هوارد میAB mm35به می ه فولادی  kN90با محوری
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 مط و  است 
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استفاده  کند بای  قطع میخط اثر بار محوری  موازی محور  ندسی ستون است. و محوررا در فاب ه

 از  مط و  است.

 ی مرکزی ستون الف( تغییر مکان نقطه

 بیرجانتون( 53911 ( تنش ماکزیمن در ستون )شکل م 

            GPaE 200                   KNP 265                         mme 20  

               ?
max

                ?
max

Y  

   mmc 5.102
2

205
                            mmA

2
7550                  59200W  

      mS m
y

33

10199            

           mI m
Y

46

104.20    

                      GPaE 200                   

  mmr y
8.51  

GPA200  

mL Le
6.6  









 1

2
sec

pcr

p
ey

m


 

  
KN

EpaEI
Pcr

m
m

Le

426.924
*204200

6.6
10

2

462

2

2





  

mmeKNPمیدانین 20,256  
















pr cry

n

p
Sec

ee

A

p

2
1

2


  



296 

 

=
  

 
Pa

KN

KN
Sec

mmKN

m
3.75

426.924

256

2

1025.002.0
1

256

0518.010*755
223






















 

E=12mm                 W250*58               E=200Gpa      

?15
max

 Pmmif y  

?
max

  

A=7420     عمقd=252         203=عرض 

= ضخامت جان8= ضخامت     1395  

87I x
                      73.18I y

 

690S x
                      5.184S y

 

5.108r x
                      3.50r y

 

mmL
L
EIP Lm

e

e

cr

46

2

2

**73.18,6, 10  

 
KN

Gpa

m
m

Pcr
1027

*73.18*200*

6
10

2

462





  





























 1

2
sec015.01

2max PP
y

crcr

P
em

P
Sece   

25.2
2

1
10272

sec015.0 









Pcr

P
Sec

P
em   

p
cr

سوم    KnP 3/5  
















Pr cr

m

Pec
A

p
2

sec1
2

  

mm
mm

C 5.101
2

203
  



297 

 

 25.2
1015.0*012.0

11027

0503.07420
22
















mm
m  

cte
aLL


/

 

11
d

L  

  dbbd *,  


































K
d

K

aLLaLL

4

/

3

1
1  

  ,K که در آن مقدار
d

L  را درc  د د.نمایش می 

 
d

L

r

L
aLL 22

2

3.0

74.2

















 به شرط                50: 

d
L  


/

671.0

aLL

K


  

 ای موازی نو  ) فشاری( = تنش مجازی برای رگه
/

aLL
 

 تمییز و تشخیص ستونها از نظر کوتاه و متوسط ب ند بودن

bdو  *dbپج در مورد نو : ) با مقطع مستطیل   ) 

 ای کوتاه                  ستون _
/

aLLaLL
                     110 

d
L 

 ای متوسط           ستون _

































K
d

L

aLLaLL

4

/

3

1
1         K

d
L 11 

 ای ب ند                                   ستون _
 

d
L

E
aLL 2

3.0
            50

d
LK 



298 

 

 مرز بیت ستونهای کوتاه و متوسط و ب ند
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205d                166b          8.11t f
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mmrmmSmmI xxx
6.87,,

3346

10*39810*8.40   

mmrmmSmmI yyy
1.41,,

3346

10*8.10810*03.9   

 حل مقادیر انتخابی:

10*03.9
6

 I y
I  

mmr r y
1.41  

mmC 83
2

166
  

meterLLe
6.38.1*2.2   

mmePaEmpa
y

15,,3250 10*200
9

  

59.87
0411.0

6.3


m

m

r

Le  

  

 
737.0

083.0015.0

0411.0
22



mr

mmec
 

250نون  y
 بیرجانستون  11923با توجه به شکل    Gpa200و  

MPa
A

P
110  

  mMPaP
26

10*3320110


  

KNPaLL
8.234

5.2

2.585
  

 

 بار مرکزی 

?
min

A           MPa
aLL

10  

MPa
aLL

10         G=12     Gfa  ,   dA
2

  

24.23
10

12
671.0671.0 

 MPa

GPa
K

aLL

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KNf 200  

mLe
8.4  

50فرض:   
d

L
K 

 













d

md
d

L

GPaKN
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  
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d  

md 189.010*189
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


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d

L
 

 استفاده نمود. 189.0dبنابر ایت از 

KNp 250  
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A

I
rA L

d
d

d
d

d e
500,

1212

124
,

2

2
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2

2
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  

]
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m

r

Le 732.1
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  

5512فرض:  
r

Le 

dd

P KNp

A

aLL

aLL 22

250
  

  
r

L
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585.1212   

10*41
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2
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


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
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
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81.41
5.0

10*96.11
3




m

m

r

Le  

5512نون  
r

Le .پج جوا  بدست آمده بحیح است 

mmmmستون نوبی بره سرطح مقطرع     mLeو طروه مروثر    120*180
5.2  اگرر .Gpa12  و

MPa
aLL

10  با استفاده از روش تنش مجاز مجاز مط و  استPmax
 به شرطی که: 

الف_  mme 12  

 _ mme 24       حل:

mMPaGPa LeaLL
5.2,10,12    

   mmI x

463

10*32.58180120
12

1
  

   mmI y
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10*92.25120120
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1
  

   mmA
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10*6.21180120
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1
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

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K
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
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r
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
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




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

K
d

K
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1
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
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
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
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
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


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 روش تنشی مجاز

 aLL

xI

Mc

A

P
  

PM*012.0با توجه به شکل   و نقش حوه محورx  .است 

   10*32.58180
63

120
12

1
Lx

 

  
8.7

09.0012.0
4623

10*32.5810*6.21




mm

mPP
 

KNp 121  

در حالت 2(  mme 24 PM و  024.0  

KNp 94  

lsiفوت و استحکام    * یا گسیختگی   6ای به طوه مثاه:می ه
yp

42      ساخته شده است برر اثرر

bin،انرژی کرنشی معاده    اعماه بار محوری    1100          باید توسط ایت می ه جرو  شرود اگرر

10
6

*29    فرض شود مط و  است تعییت قطر می ه بطوری که ضریب اطمینان می ه ، براساس

 باشد   6ل دائمی معاده تغییر شک

 

ddAP
y 32986

22

4
42000* 











  

   

 
J
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L
U d

d

P 784.1719
10*29

32986 2
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2
2

4
*2

12*6*2

2













 

100*6100* 784.1719
2
 dF jU

s
 

d=0.59066in 
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نشان داده شده در شکل با  ن برابر است ایت دو می ه  Cو    ی مثاه: بلابت خمشی دو می ه

    Cیبهن جوش شده اند  برای بارگواری نشان داده شده مط و  است   :الف (خیز نقطه   ینقطه

 C?ی   در نقطه C  (شیب عضو  

CLL BCAB
  

tecono tan  

PFF x
 2

0  

 0M C
 

LL FF **
12

  

PFF 
21

 

Px
  

x
P







 

dxX
Px

L

..
0

 
  

x
L

P 2

0

. 
  




 .

3

1 3

x  


 

3

3
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  ای موجود:     یجگ تریتسمقاومت ا

 ohms120           گیجمتداولتریت 

  0.2aroundتریت گیجسافاکتور 

1010کرنشی محوری در کاربرد ای مهندسی    
36 

 ای کونک ) کرنشی dR  ای کونکی از 

 د ند.(خود نشان می

 مانگونه که ثابت شد    a
S

R

dR
. 

باشد که فوقا اشاره شد.  میتریت گیج سا مان فاکتور 
 a

g

R
dR

S  

 یابد.سین تحت کرنشی افزایش میمقاومت 

 baclcing materiel (plastic)شود به متصل میmetal foilگیج جنج 

 گیری کرنشیدلایل استفاده از مدار برقی) تستون( جهت اندازه 

 

   1010
36

20120..


 toSRdR
a  

 24.000024.0:. todRLi  

 : بسیار کونک  ستند.dRیکی از دلایل: مقادیر 

 یتالاگرد گیری ولتاژ: ولت متر اسی وسکوپ وابزار اندازه

  
?*

4132

4231

0





 V

RRRR
RRRR

V S
 

 گیری دقیقدر ارت اط ابزار اندازه

  S a G R 
R d .  

 a =S 
R 

dR 

. 350 , 120o ohms hms 
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 

 
 

a 

g 
R 

R 

S 

Sکه در آن :   g
 =ضریب یا حساسیت استریت گچ 

 =کرنش محوری                

R
R     تغییر نس ت مقاومت= 

Sنیز بیان میشود مقدار         
g

باشد ننانچه می2: 1محدودا                 ی فروق بره برورت   رابطره 

تروان  گیری آن بطور مستقین نمری مقدار عددی خی ی کونکی است ،لوا جهت اندازه R   شد ثابت

باشرد کره   می   wheat-Stone Bridgeگیری از مده پل وتستون عمل نمود متداولتریت روش بهره

  .شودمکانیزم عمل آن شرح داده می

 انواع

 پل وتستون ولتاژ ثابت -1

  پل وتستون جریان ثابت -2

 کنندی سیگناه عمل میمدار  ما نگ کننده  ر دو به عنوان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
a 
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CV=Constant voltage 

 :باتوجه به شکل 

 

 

iRE iAB 1
.  

iRE AD 44
.  

  
 از طرفی دیگر:

 iRRi 121
  ,    

RR
i i

21

1 
   

 iRRi 443
  ,   

RR
i i

43

1 
   

 

RR
R

RR
R ii

43

4

21

10
*






 
  

   
   






















RRRR
RRRRRR

i

4321

214431

0
 

 
    R R R R 

R R R R 

4 3 2 1 

4 2 3 1 
0   

 
  

      
AD AB BD E 0 

.Ei 
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 :برای اینکه مداربل وتستت متعاده باشد

 

پج  RRRR 4231
  

 اگر:

RRR 111
  

RRR 222
                            

000
 

RRR 333
  

RRR 444
  

  



 
































i

R
R

R
R

R
R

R
R

r

r

4

4

3

3

2

2

1

1
20

1
 

 

 :در مدار باشد  یجگ تتریساگر برفا یک ا

  



 































i

R
R

r

r

1

1
20

1  

حساسیت مدار:
 

 

 شی( ش ای کتریت گیج سا میشه مث ت ) محل قرارگیری  3و  1بازو ای  _1

  ای فشاری(تریت گیج سا  میشه منفی  ستند ) محل قرارگیری 4و 2بازو ای  _2

 شود.ندارند استفاده می تریت گیجسامعمولا از مقاومتهای یکسان در تمام بازو ایی که  _3

  
 

  

 

  
 

 

 

  
 

 

 

  
 

 
i CV 

r 

R 

R 
s 

r 

ودیور ت تغييرا  

وجیخر ت  تغييرا  

1 
2 

1 

1 

0 

R 

R r 
1 

2  

R R R R 4 2 3 1 0 0     



309 

 

Cc=Constant current 

 

 با توجه به شکل:

 

 

III
21

  

 

RIAD 42
  

 


DAB0
 

 
2410 1 RR  

  
121 RRAC
 

  
243 RRAC
 





 .

....
41

43

1

RR
RR  





 .

....
41

21

2

RR
RR  

I R AB 1 1 
  
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



 .

....

1

41

423

0

RR
RRRR  

If RRRR 42310
0   

 

 

 لود سل

ننان که استریت گیج بر یک عنصر ارتجاعی مناسب نصب گردد تشکیل یک لود سل را می د د که 

بر انواع نیرویی،تیری و ح قوی موجودند. با توجه به کاربرد انواع تیری در ایت پژو ش اساس کار آن 

  ا بیشتر مورد بررسی قرار می گیرد.

 

 تیریلود سل 

 آورده شده است. 2-7طرحواره ایت لود سل در شکل 

 

 
 

 
 0  

  

R 

R s Cc 
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 شوند.نصب می 4و  2 ائی که تحت فشارند در بازو ای  میشه به خاطر داشته باشین که گچ

 4231
  

bh

hxpMC










2
2

..
  

R
R

R
R

R
R

R
R

4

4

3

3

2

2

1

1    




 














i

bh

px
Sg 4*

6
.

4

1
20

 




















i

bh

xSg

p
S

2
0 *

 

 Load cellبحث در مورد پارامتر ای موثر در حساسیت سیستن یا 

 Load cellانواع 

 نیروئی -1

 متری -2

 ح قوی -3

4-LVDT   ح قوی+ 

 تخت ،یا عرضی برشی -5

Torque Convertor 


1


x

         ?
0
  

 ,1
211  


      122

1



        .sgR

R



 

d

T

j

Tc
31

16


              



















116
:
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d

T

Sg
R

R
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









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
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
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iSg
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










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کنین. کره وظیفره ایرت ح قره      ای سری یا استفاده میگیری در محور ای منتحی از ح قهجهت اندازه

  ای خاص:زغاهباشد. با استفاده از اتصاه دائن می

 

 


